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Un savetier chantait du matin jusqu’au soir :
C’était merveilles de le voir,
Merveilles de ’ouir ; il faisait des passages,
Plus content qu’aucun des sept sages.
Son voisin au contraire, étant tout cousu d’or,
Chantait peu, dormait moins encor.
C’était un homme de finance.

Jean de la Fontaine, Fables, VIII, IL.
Le savetier et le financier, v. 1-7.






AVANT-PROPOS

Les Journées d’Etude en Statistique (J.E.S.) ont été organisées pour la
cinquieme fois, en 1992, par I’Association pour la Statistique et ses Utilisations
(A.S.U.) avec le concours de la Société Mathématique de France.

Les premieres journées, réalisées en octobre 1984, ont été consacrées a
I’Analyse des séries chronologiques, dans la lignée de la méthodologie de Box
et Jenkins (problemes liés a la spécification, a I’estimation et a la validation de
modeles stochastiques). En octobre 1986, se sont déroulées les deuxiémes J.E.S.
avec pour theme les Sondages. Notre choix avait été guidé par I’intérét né des
développements en la matiere, tant en théorie qu’en pratique. En octobre 1988,
les J.E.S. ont abordé les problemes de I’analyse statistique des durées de vie.
La structure de ces journées avait pour but de montrer que les concepts et les
méthodologies liées a ce sujet présentent un intérét général et méritent d’étre vus
sous un aspect statistique et pluraliste. En octobre 1990, les I.E.S. ont porté sur les
modéles pour ’analyse des données multidimensionnelles, centrant leur attention
sur les rapports pouvant exister entre 1’approche probabiliste «classique» et
I’analyse des données a la « frangaise ».

Du 19 au 23 octobre 1992 se sont déroulées les cinquiemes J.E.S. Elles
étaient consacrées aux Modeles ARCH et a leurs applications a la finance. Dans
la lignée de I’utilisation des processus stochastiques de type ARMA pour le
traitement des séries chronologiques, cette classe de modeles non linéaires permet
une étude complete, illustrée par des applications dans des domaines concernant
principalement des problémes financiers et monétaires.

Nous remercions les divers conférenciers qui ont prété leur concours a
ces Journées : Jean-Franc¢ois BouLier (Crédit Commercial de France), Laure ELIE
(Université Paris VII), Christian Gourieroux (C.R.E.S.T.), Guy MELarD (Uni-
versité Libre de Bruxelles), Alain MoNForT (INSEE) et Eric RENAULT (Université
des Sciences Sociales, Toulouse I).
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Nous tenons aussi a remercier particulierement Thérése Lekeux-Sonck qui
a bien voulu gérer la composition de cet ouvrage, ainsi que toutes les personnes
qui, a titre divers, nous ont apporté leur aide, que ce soit au Centre International
de Rencontres Mathématiques de Luminy, a 1’Université Libre de Bruxelles,
au Laboratoire de Biomathématiques de I’Université d’Aix-Marseille II ou a
Médiamétrie.

Jean-Jacques Droesbeke
Université Libre de Bruxelles

Bernard Fichet
Université d’Aix-Marseille 11

Philippe Tassi
Médiamétrie



CHAPITRE 1

LES MODELES ARCH
ET LEUR HISTOIRE

par

Jean-Jacques DROESBEKE,
Bernard FICHET, Philippe TASSI

La théorie financiére recourt de fagon significative aux outils statistiques
depuis plus de trente ans. On peut ainsi mentionner le travail tout a fait remar-
quable réalisé par Louis Bachelier (1870-1946), qui, dans sa thése de doctorat
es Sciences mathématiques, défendue en mars 1900 et intitulée « Théorie de la
Spéculation », introduisit le concept de marché efficient bien longtemps avant que
cette notion soit développée avec I’intérét que 1’on connait. I utilisa a cet effet
des modeles de marche aléatoire, des mouvements browniens et des martingales.
I1 se posa méme la question de tester sa théorie empiriquement. Mais son ceuvre
resta discréte jusqu’en 1960, date de la traduction anglaise de son travail.

Jusque dans les années 1950, les ouvrages consacrés a la finance furent
tres souvent descriptifs. Le but essentiel consistait a décrire et informer sur
les instruments financiers, les institutions financiéres et, de facon générale, les
pratiques financieres des entreprises (cf. par exemple, Solomon [1967]). Parmi
les travaux qui bouleverserent cette situation, il faut notamment mentionner ceux
de Markowitz [1952, 1959] et Tobin [1958] sur la sélection de portefeuilles d’une
part, ceux de Modigliani et Miller [1958] sur la structure du capital et 1’ évaluation
des firmes, d’autre part.

En ce qui concerne I’'usage des méthodes statistiques en finance, plusieurs
voies ont été suivies.



12 Chapitre |

a) L’utilisation des modeéles de régression et des modeles économétriques
se retrouve dans pratiquement tous les secteurs de 1’analyse financiére.
La référence la plus marquante en la matiere faisant 1’état de la question
pour les années 1960 a 1975 est certainement I’ouvrage écrit par Fama en
1976 et intitulé Foundations of finance. Cette publication ne doit cependant
pas nous faire oublier, comme indiqué ci-dessus, les travaux basés sur les
publications de Markowitz [1959] dans la sélection des portefeuilles, qui
ont débouché sur des modeles de marché relativement complexes et qui ont
constitué un domaine de réflexion théorique intéressant pour la recherche
statistique.

b) L’analyse multivariée (analyse en composantes principales, analyse dis-
criminante, ...) a aussi constitué¢ un outil de plus en plus utilisé dans
de nombreuses études exploratoires. Citons en particulier les articles de
Pinches et Mingo [1973] et ceux de Herbst [1974] qui recourent a la fois
a une analyse factorielle et une modélisation par régression multiple, sans
oublier les travaux de Lloyd et Lee [1976] sur des modeles d’équilibre des
actifs financiers. L’analyse discriminante a aussi trouvé dans I’usage des
modeles logit une alternative utilisée par les praticiens.

¢) L'usage des modeéles de séries chronologiques, et tout particulierement
ceux associés a la classe des processus ARMA, constitue un aspect impor-
tant de I’application de la statistique en finance. Dés le milieu des années
1970, plusieurs auteurs ont recouru a la méthodologie de Box et Jenkins
pour estimer ou prévoir gains et taux. Nous évoquerons 1’'usage de cette
démarche ci-dessous. Il est cependant utile de mentionner aussi dans cette
catégorie, les tentatives liées a I’usage de 1’analyse spectrale, notamment
appliquée al’étude des taux d’intérét ou pour tester I’efficacité d’un marché
(cf., par exemple, Granger et Morgenstern [1970] et Percival [1975]).

d) La théorie de la décision constitue un quatrieéme outil, permettant a divers
auteurs de recourir a une approche bayésienne dans leur démarche : citons
en particulier les travaux de Winkler et Barry [1975] dans le choix d’un
portefeuille et ceux de Vasicek dans I’estimateur des betas des actions
[1973].

Le développement des modeles ARCH se place dans le contexte et 1a lignée
des modeles de séries chronologiques évoqués ci-dessus. Ces modeles ont été es-
sentiellement développés avec des objectifs de description, de désaisonnalisation,
de prévision ou de contrdle de systémes. L’4ge d’or de cette modélisation se
situe dans les années 1970 avec le développement des modeles autorégressifs-
moyennes mobiles (ARMA) et de leurs généralisations, qui présentaient 1’avan-
tage de se préter facilement a I’emploi. Comme nous 1’avons déja souligné plus
haut, leur usage s’est trouvé facilité par le recours a une méthodologie, due a
Q.E.P. Box et G.M. Jenkins, destinée a aider I'utilisateur dans le choix d’un
modele, I’estimation de ses paramétres et sa validation, méthodologie qui depuis
une vingtaine d’années a engendré des travaux aussi multiples qu’intéressants.
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Ces modeles sont fondés sur une expression de la valeur présente d’une variable
comme fonction linéaire de ses valeurs passées et de valeurs présentes et passées
d’un bruit aléatoire, s’interprétant comme 1’innovation de la série.

Plus précisément, on appelle processus autorégressif moyenne mobile
d’ordre (p, g) un processus stationnaire (Y;; ¢ € Z) satisfaisant a 1’équation :

p 9
Y=Y ¥ i=0+&— ) Oiei (L.1)

i=l i=1

ou les ¢; et 6; sont des parametres réels et (&;;¢t € Z) est un bruit blanc de
variance o2 (cf. chapitre 2). Cette formulation présente cependant quelques
inconvénients. Elle est linéaire, ce qui restreint sa généralité. Elle est, en outre,
mise en ceuvre en imposant peu de contraintes sur les parametres autorégressifs,
ce qui empéche des interprétations plus structurelles des problemes étudiés.

Parmi les domaines d’applications ou la modélisation ARMA se révéle
insuffisante, figurent certains problemes financiers et monétaires. Les séries dis-
ponibles dans ce secteur présentent en effet souvent des caractéristiques de dy-
namique non linéaire, dont la plus significative est le fait que la variabilité ins-
tantanée de la série (appelée volatilité) dépend de fagon importante du passé. 11
existe d’autre part des théories financieres basées sur des principes d’équilibre
et de comportements rationnels des agents intervenant sur le marché qui con-
duisent naturellement a introduire et a tester des contraintes structurelles sur les
parametres.

Sil’on se place d’un point de vue statistique, les modéles ARCH constituent
une classe spécifique de modeles non linéaires pour laquelle on peut mener une
étude complete en abordant un certain nombre de problémes classiques : test de
marche aléatoire, détermination d’intervalles de prévision, recherche de séries
sous-jacentes (facteurs), ....

Historiquement, les modeles ARCH (Autorégressifs Conditionnellement
Hétéroscédastiques) ont ét€ introduits par R.F. Engle en 1982. Dans son article,
I’auteur ne suppose plus que (&t € Z) est un bruit blanc mais envisage plutdt
que ce processus est de la forme :

& = vi/hy (1.2)

ol
v ~iid. N0, 1) (1.3)
q
hy = c+Za,~e,2_,.. (1.4)
i=1
Dans cette expression, on supposeque ¢ > Oetquea; >0 (i =1,...,q).Cette

facon de procéder permettait 2 Engle de tenir compte du fait que les variations
de prix — fortes ou faibles — étaient suivies d’autres variations fortes ou faibles
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de signes imprévisibles. Certaines conditions étaient en outre imposées afin de
réduire le nombre de paramétres du modeéle.

La lecture de la bibliograhie présentée dans cet ouvrage souligne a quel
point nous nous trouvons encore dans une phase expérimentale et en pleine
évolution. D’ores et déja, les modeles ARCH ont donné lieu a des extensions et
utilisations diverses (modeéles GARCH, ARMA aerreur ARCH, . ..).

Par ailleurs, la théorie financiere a ét€ repensée de fagcon a inclure la
dépendance temporelle de la volatilité. Des lors, a coté des développements de la
théorie des modeles ARCH, on assiste a une remise en question de I’étude concer-
nant un certain nombre de problémes, comme les déterminations de portefeuilles
optimaux, les évaluations de prix des options, . ..

En ce qui concerne les domaines d’application, on peut en distinguer deux
grandes catégories. Les premiers consistent a tester des théories économiques
relatives aux divers marchés (devises, obligations, . . .), a se pencher sur les liens
entre court et long termes. Les seconds traitent des comportements d’interven-
tion sur le marché des établissements financiers (détermination de portefeuilles
optimaux, de portefeuilles de couverture, . .. ). Ce dernier type d’application est
plus «sensible » et, par 1a-méme, généralement couvert par le «secret bancaire ».

Le cours dispensé dans le cadre des Journées d’Etude en Statistique d’oc-
tobre 1992 a été imprégné de cette situation, présentant a la fois une composante
d’enseignement traditionnel et le souci d’exposer des résultats ou thémes de
recherche tres récents.

La structure de cet ouvrage reprend ce principe. Le chapitre 2 est consacré
a une présentation générale des modeles linéaires et non linéaires et de leurs
caractéristiques par Guy MEeLARD. Constituant un chapitre de base, il permet au
lecteur une (re)mise a niveau indispensable.

Le chapitre 3 est destiné a décrire les diverses modélisations que 1’on peut
classer sous la rubrique des modeles hétéroscédastiques univariés et certaines de
leurs propriétés. Il est dii a Christian Gourieroux comme d’ailleurs le chapitre
suivant consacré a des problémes d’estimation (méthode du pseudo-maximum de
vraisemblance — méthode en deux étapes et méthode par variables instrumen-
tales), de prévision et de tests (hypothese de marche aléatoire, homoscédasticité).

Le chapitre 5 a pour auteur Alain MonForT. Il porte sur des généralisations
et alternatives de la modélisation ARCH. On y trouve tout d’abord le cas des
modeles multivari€s dont 1’étude est facilitée grace a I'introduction de modeles
dynamiques a facteurs. Le recours a des modeles a volatilité stochastique discréte
et continue est également abordé. Certaines méthodes d’estimation adaptées a ces
modeles sont considérées. Des méthodes plus sophistiquées sont présentées par
le méme auteur dans le chapitre 6. On y trouvera en particulier la méthode des
moments simulés, la méthode du maximum de vraisemblance simulée, laméthode
du pseudo-maximum de vraisemblance simulée et les méthodes d’inférence
indirectes.
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Le chapitre 7, d0 a Sergio PAsTERELLO et Eric RENauLT, a pour but d’étendre
les interactions entre théories financiére et statistique. Basés sur la notion de
facteur en finance, différents modeles sont examinés. En outre, une attention
toute particuliére est portée sur I’évolution de performance de portefeuilles.

Laure ELIE consacre le chapitre 8 aux processus ARCH comme approxi-
mations de processus en temps continu dont I’utilisation dans le domaine de
la finance est bien connue. De nombreuses raisons (simplicité des théories fi-
nancieres, rapidité des calculs, apparition de la cotation des titres en continu,
...) soulignent I’intérét de cette matiere.

Enfin, dans le dernier chapitre, Jean-Frangois BouLIER s’interroge sur I’uti-
lité¢ des modeles ARCH. Cette réflexion se situe a la rencontre des théoriciens et
praticiens et constitue sans contexte une invitation a approfondir ce domaine.






CHAPITRE 2

MODELES LINEAIRES
ET NON LINEAIRES

par

Guy MELARD ®

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous considérons des séries temporelles unidimension-
nelles (c’est-a-dire relatives a une variable unique) ou multidimensionnelles dont
les dates d’observation sont supposées équi-espacées, pour la simplicité. L’indice
de temps peut alors &tre entier, entre 1 et T, ou T est la longueur de la série. Une
série (Y;, t =1, ..., T) peut étre considérée comme une réalisation particuliere
d’un processus stochastique.

Depuis le début des années 1970, suite a la parution du livre de Box et
Jenkins [1970; édition révisée en 1976], I’accent a été mis sur les modéles
linéaires. Depuis une dizaine d’années, devant les problémes de modélisation
rencontrés pour certaines séries de données (les nombres de taches solaires, des
s€ries de biologie, des séries financieres et monétaires) les modeles non linéaires
ont été envisagés. Plusieurs classes de modeles ont été abordées : les modéles
bilinéaires, les modéles a seuils, les modéles hétéroscédastiques. L' étude de ces
modeles n’est pas terminée mais a progressé de maniére significative (Priestley
[1988], Tong [1990], Gourieroux [1992], Zakoian [1992]). Les modeles non

® Je remercie Mme Baldassarini, ISTAT, Rome, et M. Charlier, Institut Economique
Agricole, Bruxelles, qui m’ont aimablement fourni les données utilisées dans le para-
graphe 2.3, ainsi que L. Broze, C. Gourieroux et O. Scaillet pour leurs commentaires.
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linéaires gagnent le domaine des applications (De Gooijer et Kumar [1992],
Bollerslev et al. [1992]).

Apres quelques rappels sur les processus stochastiques et la représentation
de séries temporelles par des modeles linéaires, nous introduisons ces principales
classes de modeles non linéaires.

2.2 SERIES TEMPORELLES ET PROCESSUS
STOCHASTIQUES

Un processus stochastique ou processus aléatoire est une suite de variables
aléatoires (définies sur le méme espace probabilisé €2)indicées par ¢. On utilise la
méme notation pour I’observation et la variable aléatoire, Y;.Le processus Y est,
selonlecas, (;, t € Z) ou (Y;, t € N) (Z et N sont respectivement I’ensemble
des entiers et des naturels). Pour une premiére introduction a la représentation de
séries temporelles par des processus stochastiques, voir par exemple Droesbeke
et al. [1989], Gourieroux et Monfort [1990] et Mélard [1990]. Dans les chapitres
suivants, des processus a temps continu seront aussi considérés.

Nous donnons ici les principales définitions relatives aux processus sto-
chastiques (Gourieroux [1992]), en particulier les processus stationnaires et les
processus autorégressifs-moyenne mobile (« autoregressive moving average » ou
ARMA).

2.2.1 Processus stochastiques

Un processus est entierement défini par ’ensemble des distributions fi-
nies des variables aléatoires, (Y;,,..., Y, ), pour tout k& et pour tout k-uple
(t1, ..., ). En supposant des lois continues, la densité f, ., (¥, ..., ) peut
étre évaluée a ’aide des densités marginales et conditionnelles, par exemple la
densité marginale de Y, , la distribution conditionnelle de Y,,|Y;, (distribution de
Y;, conditionnellement a ¥, ), et ainsi de suite :

.ffl ..... rk(er---qu)=ﬁx()’n)ﬁzln()’ub’r,)-~-fq|r| ..... 1 ,()’u|)’rn-~,)’r‘_,)-
2.1
Définition 2.1

Un processus Y est dit du second ordre si et seulement si les deux conditions
suivantes sont remplies : i

E(Y))
Cov(Y;, ¥s)

m; existe Vt;
E[(Y, = m)(Y; — my)'] existe Vi, 5.

I

Considérons le cas particulier d’un processus gaussien. Cela signifie que
la distribution de (Y;,..., Y,) est normale, pour tout k et pour tout k-uple
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(t1, ..., t). Toutes les distributions marginales et conditionnelles d’un proces-
sus gaussien sont aussi normales. Rappelons que la distribution conditionnelle
d’une distribution normale a comme moyenne une fonction affine des valeurs. Par
exemple fi...c Vr» - - -5 Yr,_,) acomme moyenne I’espérance conditionnelle,
E(Y, Yy, ..., Y,_,),quiestaussilarégression linéaire (théorique) de Y;, en fonc-
tionde Y,,..., Yy, EL(Y, |y, ..., s ), évaluéeen ¥, =y, ..., Y =
Y,_, - La variance conditionnelle est constante par rapport a (y,, ..., ¥,_,) €t
vaut la variance résiduelle associée a la méme régression. Un processus gaussien
est un processus du second ordre.

Dans le cas d’un processus du second ordre non gaussien, I’espérance
conditionnelle E(Y,,|Y;,) n’est pas nécessairement linéaire en Y, . C’est la meil-
leure approximation de Y,,, au sens de la moyenne quadratique, comme fonc-
tion arbitraire de Y;, . On introduit également [’espérance conditionnelle linéaire
EL(Y,|Y;) qui correspond a la meilleure approximation de Y,,, au sens de la
moyenne quadratique, comme fonction linéaire affine de Y, . Cette notion corres-
pond donc a larégression linéaire. Dans le cas gaussien, espérance conditionnelle
et espérance conditionnelle linéaire sont confondues.

Pour un processus multidimensionnel Y, on peut considérer les compo-
santes Yj;, j = 1,...,n,de Y,.Chaquesérie (¥, t € Z) constitue un processus
unidimensionnel ¥;, j =1,...,n.

2.2.2 Processus stationnaires

Dans le contexte des modeles linéaires, on considere des processus dits
stationnaires.

Définition 2.2
Un processus Y est faiblement stationnaire (ou stationnaire du second ordre) si
et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :

E(Y,) = m, Vi,

Cov(Y,, Y,un) = T(h), V1, Vh.

Un processus faiblement stationnaire est de moyenne constante et ho-
moscédastique. I"(-) est appelé la fonction d’autocovariance. En divisant chaque
autocovariance par le produit des écart-types, on obtient les autocorrélations qui
constituent la fonction d’autocorrélation P(-), ou p(+) dans le cas unidimen-
sionnel.

Définition 2.3
Un processus Y est fortement stationnaire si et seulement si la distribution de
(Yo4ns Yotns -, Yi4n) est égale a ladistribution de (Y,,, Yy, ..., Y,):
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f/|+h ..... +h ()’t|+h, ceey )’r‘+h) = .fl|,...,l‘ ()’r. y ey )’r‘) )
pour tout h, pour tout k et pour tout k-uple (¢, ..., %).

Un processus du second ordre qui est fortement stationnaire est également
faiblement stationnaire. Un processus gaussien faiblement stationnaire est aussi
fortement stationnaire.

Les séries traitées peuvent rarement étre considérées comme générées par
des processus stationnaires. Des transformations permettent de rendre constantes
la moyenne et la variance : par exemple, la différenciation (AY, ou VY, =
Y, — Y,—;) pour lamoyenne, et la transformation logarithmique pour la variance.

L’étude de la dépendance entre les variables d’un processus Y, compte
tenu de la structure temporelle, peut étre effectuée par 1’espérance condition-
nelle E(Y,|Y;_1, Y;—2, . ..) ouparl’espérance conditionnelle linéaire EL(Y,|Y;_;,
Y,_5,...). Autemps ¢ notons le passé du processus par Y,_; = (¥,_y, Y;—3,...).
Rappelons une propriété importante de I’espérance conditionnelle, qu’on appelle
théoréme des projections itérées (et qui généralise le théoreme des trois perpen-
diculaires) :

B (Yon 1Y) =E(E(Yon 1Y) 1 Y1), 22)

ou h est un entier strictement positif. Ce théoreme s’applique également &
I’espérance conditionnelle linéaire.

2.2.3 Processus bruit blanc

Le processus le plus simple est le bruit blanc («white noise »). Comme
ci-dessus, deux définitions sont naturelles, I’une forte, I’autre faible, pour ce
processus, noté € = (g, t € Z).

Définition 2.4
& est un processus bruit blanc fort si et seulement si les & sont des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

Définition 2.5

& est un processus bruit blanc faible si et seulement si les deux conditions
suivantes sont remplies :

EL(s 1) =0, Vs
V) = @,

Un processus bruit blanc faible qui est gaussien est aussi un processus bruit
blanc fort. D’autres définitions peuvent aussi &tre introduites.
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Définition 2.6
€ est une différence de martingale homoscédastique si et seulement si les deux
conditions suivantes sont remplies :

E(e o) = 0 Vs
V) = @, V.

Si I’on supprime I’exigence que la variance soit constante dans chacune
de ces définitions, on ajoute le qualificatif hétéroscédastique (au lieu d’ho-
moscédastique). En particulier, nous utiliserons fréquemment la définition sui-
vante.

Définition 2.7
£ est une différence de martingale conditionnellement hétéroscédastique si et
seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :

E(E;Ii__]) = O; Vt,

V(s, |s,_1) =, v

2.2.4 Classes de processus

Définition 2.8

Un processus régulier (on dit aussi purement indéterminable) est un processus
tel que lim,—oo E(Y;Y;—1) = E(Y;), pourtout ¢, c’est-a-dire que le passé lointain
est sans influence sur le comportement présent.

Dans la suite, on désigne par L ’opérateur de retard (noté aussi B ou
g~ "), tel que LY, = Y,_;. On peut de méme introduire comme opérateur un
polynéme en L, par exemple I’opérateur de différence V.= 1 — L. On peut
aussi introduire comme opérateur une série en L, formellement tout au moins.
Par exemple

=1+L+L%2+...
-1 + L+ L+

est 'opérateur d’accumulation, inverse de I’opérateur de différence.

Théoreme 2.1 (décomposition de Wold)

Un processus Y faiblement stationnaire régulier admet une représentation
i=&+ A+ +Ajg_j+--- = A(L)gy, (2.3)

ou les & = Y, — EL(Y,|&,_1) constituent le processus innovation qui est un
processus bruit blanc faible.
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Les coefficients A; satisfont la condition

o0
Y A;QA; < o0
j=1

qui exprime que la série aléatoire (2.3) converge au sens de la moyenne quadra-
tique.

On peut donner une idée de la démonstration de ce théoréme. Considérons
I’espace des variables aléatoires du second ordre généré par (Y, s < t),soit E,.
Munissons-le de la covariance comme produit scalaire. La norme d’une variable
aléatoire est alors I’écart-type et I’ orthogonalité correspond a la non-corrélation
(I’espace est alors appelé espace de Hilbert). Projetons orthogonalement Y, sur
E,_1,lesous-espace généré par (Ys, s < t—1),etnotons & ladifférence entre Y,
et la projection qui n’est autre que EL(Y;, |Y,_;). Donc ¥, = &+ EL(Y,, |Y;-1).
Cette projection appartenant a E,_;, peut s’écrire sous la forme A;Y,_, plus un
élément de E,_;, et peut donc étre décomposée, de méme, en A&, plus un
élément de E,_,. Par conséquent, Y, = & + A& plus un élément de E,_,,
et ainsi de suite. La restriction a un processus régulier revient a exprimer que
I’espace E; se réduita {0} quand t - —oo.

Remarquons que la décomposition de Wold peut se généraliser a un pro-
cessus du second ordre régulier, méme s’il n’est pas faiblement stationnaire (par
exemple, Mélard, [1985], chapitre 2). On parle alors de décomposition de Wold-
Cramér. Les différences par rapport a (2.3) sont que les coefficients dépendent
alors du temps, doivent donc s’écrire A;;, et que le processus & est un bruit blanc
faible hétéroscédastique, tel que V(g;) = ;.

Les modeles que nous considérons plus loin sont définis par une équation
aux différences stochastique de la forme

Yi=6+8Y-1,Yia, ... 81,8022, ..), 24)

ol ¢ est un processus bruit blanc donné. La premiere question est I’existence et
I’unicité d’une solution stationnaire de 1’équation du modéle. On demande a ce
processus d’étre causal c’est-a-dire que les Y, peuvent s’exprimer en fonction
des &, présent et passés.

Définition 2.9

Y est un processus causal si et seulement s’il existe une fonction mesurable h
telle que Y, = h(e;, &-1,...), pour tout ¢.

Pour certains besoins (prévision, évaluation de la fonction de vraisem-
blance, certains tests), on souhaite résoudre le probléme inverse, c’est-a-dire
retrouver les &, les Y, vérifiant I’équation (2.4) étant donnés. C’est ce qu’on
appelle I’inversibilité du processus.
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Définition 2.10
Y est un processus inversible si et seulement s’il existe une fonction mesurable
h telle que & = h(Y,, Y;—1,,...), pour tout ¢.

Par exemple le processus unidimensionnel Y défini par
Y, =& +2¢, (2.5)

oul & est un bruit blanc faible, n’est pas inversible car on aurait une série non
convergente
=Y +2Y,_1+4Y, o+ -

(on peut d’ailleurs montrer que (2.5) n’est la représentation de Wold d’aucun
processus).
Un cas particulier de (2.3) est celui ol les coefficients A; de la décom-

position de Wold sont nuls a partir d’une valeur finie g de j. On parle alors de
processus MA(gq ) ou ARMA(O, g).

Définition 2.11
Un processus moyenne mobile d’ordre ¢ ou MA(q) est défini par I’équation
suivante :

Yo=(-6L—---—6,L%)¢. (2.6)

La condition pour qu’un processus moyenne mobile soit inversible est que
les racines du polyndme det(6(z)) soient toutes de module supérieur a 1, ol

O(L)=1—6,L---—06,L9

est le polynéme moyenne mobile de degré q. Une caractéristique des proces-
sus MA(q) est qu’ils sont g -dépendants, c’est-a-dire que leur fonction d’auto-
corrélation P(h) est nulle pour & > ¢q.

A part la décomposition de Wold, un autre moyen d’introduire une sous-
classe de processus stochastiques est de se limiter aux processus markoviens.

Définition 2.12
Un processus est fortement markovien d’ordre p si et seulement si

Strt=1ot=h el Yr=ts ooy Vi) = fry-a,..., t—p (yr|yr—1 yeeen }’r—p) , Yhz=p,

pour tout ¢.

Toute I'information d’un processus fortement markovien d’ordre p est
contenue dans les p valeurs les plus récentes. Par analogie avec les notions
introduites pour le bruit blanc, on peut définir un processus conditionnellement
markovien ou faiblement markovien, en recourant a I’espérance conditionnelle
ou a I’espérance conditionnelle linéaire.
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Définition 2.13
Un processus est conditionnellement markovien d’ordre p si et seulement si
E(Y, Yo, Y2,..)=E(Y | Yo, ..., Vi),
pour tout .
Définition 2.14

Un processus est conditionnellement linéairement markovien d’ordre p si et
seulement si

EL(Y, | Yo, Y2, .. ) =EL(¥, | Yoy, Vi)

pour tout ?.

Un processus conditionnellement linéairement markovien d’ordre p est
aussi appelé autorégressifd’ordre p,ou AR(p). 1l vérifie une équation du type

Y, =¢1Y, +"'+¢pyr—p+sl

ou
(1—¢1L—---—¢pL) Y, =&,. 2.7

Pour avoir la stationnarité, une condition nécessaire sur les coefficients ¢; estque
les racines du polynome det(¢ (z)) soient toutes de module strictement supérieur
al,ou

¢(L) =I—-¢L—--- _¢/)LP
est le polynéme autorégressif de degré p.

Plus généralement, nous parlerons de processus mixte autorégressif-
moyenne mobile d’ordre p et q, ou ARMA d’ordre (p, q), ou ARMA (p, q) si
Y vérifie I'équation

i q
Y, = Z¢: Yioi+ & — Zejffr—j
i=1 j=1
ou
(1—¢L—---=g,L")Y, = (1 =0 L—---—6,LY) &.  (28)
Les innovations & constituent un processus bruit blanc, dans un des sens

spécifiés ci-dessus.

2.2.5 Etude des processus ARMA

Les processus ARMA servent souvent de modeles pour décrire I’évolution
de séries temporelles. On parle alors de modéles ARMA. Cela signifie qu’un
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processus ARMA déterminé sera considéré comme ayant généré la série tempo-
relle donnée ou encore que celle-ci pourra étre vue comme une réalisation de ce
processus ARMA.

Nous considérons quelques exemples de processus ARMA, illustrés par
des séries temporelles construites a partir d’une série générée par un processus
bruit blanc gaussien, dont les variables &, sont de moyenne nulle et de variance
1. La figure 2.1 montre la série et les autocorrélations de la série des 100
premieres valeurs. Les intervalles de signification asymptotiques a 5% sur les
autocorrélations, déterminés par la formule +1.96(T)!/2, sont présentés dans
les graphiques des autocorrélations.

] 0. “"‘7""]7!"'"LIT"TI“"'U‘L"]""“I'T'IT"

+rT TTTTTTT
!

1
DR E 6 BTN BB BTN RTR T TINOB TN AR B AR ARTN
Figure 2.1

Graphique de la série de longueur 400 générée par un processus bruit
blanc et les autocorrélations de la série des 100 premiéres données

1) Le processus AR(1), d’équation Y; = 54 0.8(Y,—; — 5) + &, (voir figure

2.2).
[} 1.00
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0,30
-1.00
T L3y rsuunuanAAB_IRNINNBTY.

T 1T 1 1T 1T TV P FrT T T T T T TTTTT
TUI8 7 AIRZI6SIEINVIRNNBT BN E "W
Figure 2.2

Graphique de la série de longueur 400 générée par un processus AR(1)
et les autocorrélations de la série des 100 premiéres données

2) Le processus MA(1), d’équation Y, = & — 0.5¢,_; (voir figure 2.3).

3) Le processus ARMA(1,1), d’équation Y, — 0.9Y,_, = & — 0.5¢,_; (voir
figure 2.4).

Il est possible, dans certains cas, de rendre stationnaire une série non
stationnaire. Nous avons déja constaté que la différence premiere d’une série
temporelle non stationnaire peut étre stationnaire. Nous montrons ici comment
générer une série non stationnaire a partir d’une série stationnaire.
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Figure 2.3
Graphique de la série de longueur 400 générée par un processus MA(1)
et les autocorrélations de la série des 100 premieres données
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Figure 2.4
Graphique de la série de longueur 400 générée par un processus
ARMA(1,1) etles autocorrélations de la série des 100 premiéres données

A partir de la série artificielle de la figure 2.4 on obtient une série avec

variations de niveau en définissant y; = Yy et yy = y,—1 + Y,,pour ¢t > 1.Le
modele est défini par I’équation

(1—0.9L)Vy, = (1 —0.5L)e,.

La série obtenue est illustrée dans la figure 2.5 (extraite de Mélard [1990]).

-0 v M Y T T Y ~ T T 1
o L 120 w0 20 20 20 m ™ «

Figure 2.5: Série artificielle avec variations de niveau

Une autre possibilité est d’employer une transformation instantanée de la
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variable. Elle permet de rendre stationnaire une série de dispersion variable, liée
au niveau atteint par la variable.

La figure 2.6 (extraite de Mélard [1990]) présente une série artificielle
générée comrne suit. Notons V4 = 1 — L*, Nous nous sommes basé sur une
série artificielle générée par le modele suivant (parfois appelé SARIMA (0, 1, 1)
0,1, Da)

VV.Y, = (1 —0.6L)(1 — 0.8L%e,,

divisée par 50, afin d’en réduire I’ordre de grandeur. Ensuite, nous avons posé

YVt = CY’ .

W T T T I T T Y T T T T T T T T T T T T T T T e T
20 00 00

Figure 2.6: Série artificielle qui demande & étre transformée en logarithmes

2.3 MODELES LINEAIRES
2.3.1 Description de la méthode de Box et Jenkins

Nous décrivons dans ce paragraphe, de maniere succinte, I’élaborationd’un
modele linéaire de type ARMA. On distingue trois étapes : la spécification du
modele (ou identification) ; I’ ajustement du modele (ou estimation) ; 1a validation
du modele (ou adéquation). Ces trois étapes sont généralement répétées jusqu’a
I’obtention d’un modéle satisfaisant qui peut alors étre employé.

11 faut insister sur le besoin de se familiariser avec les données, et plus
généralement les théories qui existent dans le domaine dont elles releévent. 11 est
important de connaitre les événements qui ont éventuellement influencé la série
et donné naissance a des données aberrantes du point de vue statistique. On peut
a ce stade décider de ne traiter qu’une partie de la série, de corriger des données,
d’effectuer une transformation de variable.

La classe de modeles est basée sur le modele ARMA mais comporte
aussi les opérateurs de différence, ordinaire (V = 1 — L) ou saisonniére
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(V; = 1—L*), une constante et la possibilité de transformation de puissance de la
variable. On utilise plus précisément (Y* —1)/A pour retrouver la transformation
logarithmique comme cas particulier, lorsque A tend vers 0. L’équation du modele
général est la suivante :

A
$(L)D (L) [v"V{’ (%ll)] = C + 0(L)O(L%)e,.

Notons comme précédemment p et g les degrésde ¢(L) et 6(L), les polyndmes
ordinaires. Notons p’ et ¢’, les degrés des polyndmes en L°, respectivement
D(L*) et O(L®), les polyndmes saisonniers. Les différences doivent rendre la
série stationnaire en niveau. Le choix est souvent effectué sur base de graphiques.
Le choix de la transformation des données est plus facile quand on applique les
opérateurs de différence adéquats.

La spécification du modele se base sur les fonctions d’autocorrélation et
d’autocorrélation partielle de la série différenciée. L’ autocorrélation de retard
h, p(h), est estimée par

T
> (6=7) (e =T)
ﬁ(h) — t=h+1 , (29)

S (-7

=1

ol Y est la moyenne de la série de 1 2 T. On tient compte du fait que, sous
I’hypothése d’un bruit blanc gaussien, la distribution asymptotique de T'/25(h)
est N(O, 1).

L’autocorrélation partielle de retard h, w(h), d un processus stationnaire
est le coefficient de corrélation partielle entre Y, et Y;_, en éliminant I’'influence
de Y,;_1,..., Y;_py1. La suite des m(h) définit la fonction d’autocorrélation
partielle. La particularité de celle-ci est d’étre tronquée pour un processus au-
torégressif. Plus précisément, pour un processus AR (p), (k) = 0 pour h > p.
On peut estimer les (k) par I’autorégression suivante :

Y, = ¢:h)Yt—l + - +¢;(,h)yr-h + &,

ol 7 (h) est I’estimation de ¢,(,h). Sous I’hypothese d’un bruit blanc gaussien, la
loi asymptotique de T'/%7 (h) est N(O, 1). Aussi bien pour les autocorrélations
que pour les autocorrélations partielles, les limites de signification a 5% sont
+1.96(T)~1/2.

La spécification d’un modele autre que AR ou MA est plus délicate. On
propose souvent (par exemple Mélard, [1990]) de procéder par étape et d’intro-
duire un terme a la fois dans les polyndmes MA et AR, ordinaires et saisonniers,
correspondant a une autocorrélation significative ou une autocorrélation par-
tielle significative, respectivement, pour un retard que I’on peut expliquer (1, 2,
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peut-étre 3, 4 dans le cas de données trimestrielles, 12 dans le cas de données
mensuelles, etc.).

Il existe d’autres méthodes de spécification de modeles (fonction d’auto-
corrélation inverse, « extended autocorrelation function », méthode du coin, etc.,
De Gooijer et al., [1985]) qui proposent généralement plusieurs solutions. Une
approche simple et efficace, appellée la procédure de spécification autorégressive
par Mélard [1990] et basée sur les travaux de Tiao et Box [1981] et de Tsay et
Tiao [1984], consiste a estimer successivement les paramétres de modeles AR(1),
AR(2), et ainsi de suite sur les données {Y,}, et 2 examiner les autocorrélations
des séries résiduelles. Si I’ajustement d’un modéle AR( p) conduit a une série
résiduelle dont les autocorrélations sont tronquées au-dela du retard g, cette série
résiduelle pourra étre représentée par un modéle MA(q ), d’oil ressort un modéle
global ARMAC( p, q) pour la série {Y,}.

L’estimation des parameétres est réalisée par la méthode du maximum de
vraisemblance, sous I’hypothese d’un processus gaussien stationnaire et inversi-
ble. Pour la simplicité, considérons le modele de la forme

Y; = ¢y +"'+¢th—p +& — 01861 — - —eqst—q-

Box et Jenkins [1976] ont proposé une méthode des moindres carrés
conditionnelle, ou pour amorcer les relations de récurrence,

=Y —-¢Y 44— - ¢pYr—p +6ig 0+ + oqet—qv
on posait égales a zéro les g premiéres erreurs, &p, ..., £p41—¢ de maniére a
calculer
Eps1 = Yop1 — 1Yy — - — P11

La somme des carrés a minimiser

T
2
2«

t=p+1

n’étant pas une fonction quadratique des parametres g = (¢y...., @, 01, ...,
64), il faut recourir 2 une procédure numérique itérative de régression non
linéaire ou d’optimisation d’une fonction. La convergence n’est pas assurée,
peut dépendre des valeurs initiales et peut survenir en un extremum local. Il n’y a
généralement pas de probléme quand le modéle est bien choisi. Box et Jenkins ont
proposé une méthode de prévision a rebours («backforecasting ») qui améliore
les conditions initiales.

De plus en plus, on emploie la fonction de vraisemblance exacte pour
laquelle il existe maintenant des algorithmes performants (par exemple, Mélard
[1984)). La fonction de vraisemblance est la densité des observations, considérée
comme fonction des paramétres. Pour évaluer cette densité, on emploie (2.1)
et la décomposition de Wold-Cramér du processus (Y;, ¢ > 1), en effectuant
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un changement de variable de Y, vers I’innovation «estimée» &;, normale de
moyenne 0 et de variance 22, ou &, et h, dépendent de 8. Des lors, la fonction
de vraisemblance s’écrit

T -2 Y
L(Y; p) = @rno) T2 ([]h?) exp -, zzh;
=1 o f

t=1

Le calcul des innovations estimées peut se faire par le filtre de Kalman
rapide, étant donné la stationnarité du processus. En concentrant la vraisemblance
par rapport & o, le probléme peut se ramener 2 minimiser numériquement une

somme de carrés
r - 17} 2

i T
Z hf l_[ hs ’
=1 ' \s=1

ce qui fournit ’estimateur B et les résidus normalisés correspondants &/h,.
Ensuite, ’estimation de o2 s’obtient par

Q>

)

[
> o

=1 4

Asymptotiquement, ces différentes méthodes sont équivalentes. De plus,
les estimateurs sont convergents et asymptotiquement normaux, sans que I’hy-
pothése d’un processus gaussien soit nécessaire, moyennant des suppositions de
régularité assez générales sur le processus (Gourieroux et al. [1984]).

Les procédures numériques fournissent une estimation de la matrice de
covariance asymptotique des estimateurs, ce qui permet de réaliser des tests de
signification des coefficients du modele en considérant un rapport de Student.

L’adéquation du modele (ou validation) consiste essentiellement en une
analyse des résidus & . On emploie surtout les autocorrélations résiduelles

T
E Er€r—p

On teste que le modele est correct au moyen de la statistique Q de Box et Pierce,
de la forme

Q=T pih), (2.10)

ol H est le nombre d’autocorrélations utilisées (ni trop grand par rapport a
T, ni trop petit). Sous I’hypothése que le modele est correct, la distribution
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asymptotique de Q est )(,zi_p_q ,khicarré a H — p — g degrés de liberté (c’est-

a-dire le nombre d’autocorrélations utilisées diminué du nombre de paraméetres

estimés). La statistique Q' de Ljung et Box, définie par

A
h

e 2.11)

H
Q'=T{T+2))

h=1

est préférable pour des séries courtes.

Si le modele ne comporte pas de constante, il y a lieu de tester I’hypothese
que la moyenne des erreurs est nulle. Il est aussi recommandé d’examiner la
présence de données aberrantes. Deux données aberrantes distantes de A indui-
sent de I’autocorrélation de retard A . Il faut éventuellement corriger les données
ou utiliser I’analyse d’interventions. Si le modele est rejeté pour I’'une ou I’autre
raison, il faut reprendre 1’analyse a 1’étape de spécification en incorporant 1’in-
formation qui a été acquise. Le modele complété peut alors étre estimé. L’analyse
des résidus de ce modele est effectuée, et ainsi de suite jusqu’a 1’obtention d’un
modele satisfaisant. Si plusieurs modeles satisfaisants sont trouvés, ils peuvent
étre comparés entre eux a 1’aide d’un critére d’information comme

2m
AIC = log (6%) + =—
og (a )+ T
ou mieux log(T
SBIC = log (67) + m—of(—),

ol m est le nombre de parametres. Notons que SBIC pénalise plus les paramétres
inutiles. Ces critéres doivent étre minimisés.

La modélisation sera illustrée sur deux exemples, réalisés a I’aide de
MicroTSP 5.1. Dans les tableaux donnant les autocorrélations, celles-ci sont
représentées dans le graphique de gauche et les valeurs en sont imprimées dans
la colonne «ac», en fonction du retard indiqué dans la colonne précédente;
de méme pour les autocorrélations partielles, dans le graphique de droite et la
colonne «pac».

2.3.2 Exemple 1

Le premier exemple est relatif au produit intérieur brut de 1'Italie aux prix
du marché. La variable est notée PIB. Les données couvrent la période allant du
ler trimestre de 1980 au 4e trimestre de 1991. L'étude porte sur la période allant
du ler trimestre de 1980 au 4e trimestre de 1989 afin de laisser deux années pour
la comparaison des données aux prévisions. Les données sont présentées dans la
figure 2.7.

La série n’est pas stationnaire puisqu’elle présente une tendance linéaire
marquée. On a donc considéré DPIB, la série du PIB en différences premieres
ordinaires pour laquelle le tableau 2.1 présente les autocorrélations et les auto-
corrélations partielles.
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Figure 2.7: Les données du produit intérieur brut

Tableau 2.1: Autocorrélations et autocorrélations partielles de la série DPIB

Autocorrelations Partial Autocorrelations ac pac

| TrERE RN N Trerrery R 1 -0.605 -0.605
| e l . : I 7 0:380 0:027
12222222 . LA AR S . 3 -0.640 -0.635

i . IRASARAEES ] ) LR 4 0.769 0.394
M TI21L . |'* . S -0.465 0.132

l A Y22 l 124 . 6 0.333 -0.157
1 aewbuww| R . 1 . 7 -0.535 0.065
i . teriverd ) wv 8 0.607 0.123
| vres . |' . | 9 -0.334 0.097
| L e : 10 0.258 -0.021
rhien ! | 11 -0.404 0.156

| renie o 12 0.399 -0.063
“Q-statistic (12 lags) 116.778 S.E. of Correlations 0.160

La présence périodique de fortes autocorrélations suggére d’appliquer une
différence saisonniére. Notons XPIB = VV4PIB. La figure 2.8 montre que la
série a été approximativement rendue stationnaire.

1R
10080

-18004d

1981 1952 1903 194 A5 1986 137 1988 1989
Figure 2.8: Les données de VV,PIB
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Tableau 2.2: Autocorrélations et autocorrélations partielles de la série XPIB

Autocorrelations Partial Autocorrelations ac pac

JEre . ."‘l . 1 -0.228 -0.228

. . « " . 2 -0.033 -0.090

| . Lo . 3 -0.116 -0.155

.t . trew 4 -0.180 -0.273

. . . 5 -0.013 -0.185

. o . * 6 0.053 -0.088

LA . trvwe | 7 -0.208 -0.380

rrvd v 8 0.317 0.047

| 9 -0.003 -0.009

te o, 10 0.129 0.115

. * A 11 0.093 0.234

| R 12 -0.257 -0.019
O-Statistic (12 lags) 11.803 S.E. of Correlations 0.169

Sur la base du tableau 2.2, on ne constate aucune autocorrélation signifi-
cative au niveau de 5%. La statistique Q de Box et Pierce (4 comparer a la loi
x2 & 12 degrés de liberté) conduit a ’acceptation d’un modele trés simple :

VVPIB, = C +¢,

ou
PIB' = C + PIB;_] + PIB;_4 - PIBI_S + 8;.

Ce modele a été estimé dans le tableau 2.3 en employant la méthode des
moindres carrés. La constante n’est méme pas significative. Les prévisions sont

PIBr(h) = PIBr(h — 1) + PIBr(h — 4) — PIB;(h — 5),
ot PIBy(h) = PIB,,4,quand t + h < T.

Tableau 2.3: Estimation d'un modéle simple sur la série XPIB

VARIABLE COEFFICIENT STD. ERROR T-STAT. 2-TAIL SIG.

354.08571 548.42919  0.6456362  0.523

R-squared 0.000000 Mean of dependent var 354.0857
Adjusted R-squared 0.000000 $.D. of dependent var 3244.551
S.E. of regression 3244.551 Sum of s red resid 3.58D+08
Durbin-Watson stat 2.390963 Log likelihood -332.1212

On peut constater dans la figure 2.9 que les prévisions pour 1990 et 1991
sont excellentes, presque parfaites. Etant donné qu’un écart-type des innovations
égal a 3 245 a été estimé dans le tableau 2.3, I’intervalle de prévision 2 95% pour
le premier trimestre de 1990 s’obtient en ajoutant et retranchant (1.96)(3 245) a
la prévision. Pour les horizons suivants, on se base sur I’écriture du modele sous
forme de moyenne mobile infinie

PIB, = (VVy) g
(I+L+L2+-- YA+ L+ L+ g
= (M+L+ L2+ L3421+ e,

Les variances pour les horizons 2, 3, 5, etc., sont respectivement multipliées par
1+1=2,14+14+1=3, 14 14+1+41+2?% =8, etc. Plus généralement, le



34

Chapitre 2

facteur par lequel la variance est multipliée pour 1’horizon 4 est la somme des
carrés des i premiers termes de la forme MA (o0) du processus.
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Figure 2.9: Les données de PIB et de ses prévisions FPIB

2.3.3 Exemple 2

Le deuxi¢me exemple concerne les prix de la viande de taureau («cul de
poulain»), de janvier 1975 a décembre 1990. Les données de 1991 et du début
de 1992 ne sont pas utilisées pour le choix du modele. On a considéré les séries
suivantes :
o TAUR: la série des prix ;

o DTAUR: la série TAUR en différences premieres ordinaires.

Sur base de la figure 2.10, on comprend qu’il sera plus facile de modéliser

la série DTAUR.
T 58
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Figure 2.10: Les séries TAUR et DTAUR

Le tableau 2.4 montre qu’on peut envisager deux possibilités pour com-
mencer. On considere soit que les autocorrélations partielles sont tronquées apres
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Tableau 2.4: Autocorrélations et autocorrélations partielles de la série DTAUR

Autocorrelations Partial Autgcorre}gg{gns ______ ac_ c
_--__--—_--_:-—T:-n--- i 71771 0.512
. |"' | re 2 0.161 -
A P A 3 0.149
i : | . iﬁ | 11 0.064
T 2% .y 12 0.211
AR "l . I 13 0.081 -
l I LA N 14 -0.112 -
i ¥ i i i 24 0.184 o.
Q-Statistic (24 lags)  97.002 S-.E. of Correlations 0.072

le retard 1, ce qui conduit & un modele AR(1), soit que les autocorrélations sont
tronquées apres le retard 1, ce qui conduit a2 un modéle MA(1). Ces deux modeles
ont été estimés par la méthode des moindres carrés. Pour le premier (tableau 2.5),
cela revient a une régression de DTAUR, en fonction de DTAUR,_;. C’est la
raison pour laquelle une seule itération est nécessaire. Pour le second modele
(tableau 2.7), la non linéarité par rapport aux parametres nécessite donc une
procédure numérique itérative. Les autocorrélations et les autocorrélations par-
tielles des résidus sont chaque fois présentées (tableaux 2.6 et 2.8).

Tableau 2.5: Estimation d’un premier modéle sur la série DTAUR

convergence achieved after 1 iterations

VARIABLE COEFFPICIENT STD. ERROR T-STAT. 2-TAIL SIG
''''''''''''' 0.1677768 0.1721237 0.9747454 0.330
AR(1) 0.5236992 0.0627585 8.3446742 0.000

240.0857

Sum of squared resid

Tableau 2.6: Autocorrélations des résidus du premier modéle

Autocorrelations Partial Autocorrelations ac pac

I" o [* | N - 1 0.079 0.079
el e| -0.170 -0.177

| [ | R 3 0.126 0.166
{ ‘ ) | N l 11 -0.010 0.039
ree I 12 0.262 0.215

l . l'. I - . | 13 0.065 0.037
sk} L B 14 -0.194 -0.143

i j*+ i RN i 24 0.169 0.086
QO-Statistic (5Z-i§§s) 2a.036 S.E. of Correlations 0.072

Tableau 2.7: Estimation d’'un second modéle sur la série DTAUR

Convergence achieved after 3 iterations

""VARTABLE  COEFFICIENT 2-TAIL SIG.
0.1694795 0.0797280 2.125 7198 0.
MA(1) 0.6361725 0.0729548 8.7200904 0.

S.E. of regression 1.098952  Sum of squared resid  227.0468
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Tableau 2.8: Autocorrélations des résidus du second modéle

Autocorrelations Partial Autocorrelations

[T
*
'-

Pied

Q-Statistic (24 lags

27.932

S.E. of Correlations

C’est le second modele qui parait supérieur, 2 la fois parce que I’écart-type
des innovations est plus petit et parce que les autocorrélations sont plus petites,
dans I’ensemble. Il n’en reste pas moins que p(12) = 0.184 est significatif. Puis-
que 7 (24) est plus petite que p(24), ceci suggere qu’un polyndme autorégressif
de degré 12 soit introduit :

(1 - ®L'?) VTAUR, = C + (1 + 6L)e,.

Ce modele est estimé dans le tableau 2.9. Les paramétres @ = 0.27 et 6 = 0.62
sont significatifs, a I’exception de la constante.

Tableau 2.9: Estimation d’un troisiéme modéle sur la série DTAUR

VAHIABLE COEFFICIENT STD. ERROR T-STAT. 2-TAIL SIG.

T c 0.0280216 0.1086214 0.2579750 0.796
MA(1) 0.6196608 0.0758271 8.1720264 0.000
AR(12) 0.2656115 0.0632910 4.1966719 0.000

S.E. of regression 1.050520 Sum of squar;a-;;eid "i§§f§é§6

Le tableau 2.10 montre qu’il subsiste de I’autocorrélation de retard 2 (qu’on
pourrait éventuellement éliminer par I'introduction d’un terme en L? dans le
polynéme moyenne mobile) mais le test de Box-Pierce conduit a I’acceptation
du modele puisque Q = 24.7.

Tableau 2.10: Autocorrélations des résidus du troisieme modele

Autocorrelations

Partial Autocorrelations ac pac
T":"""""T'T'"""""T"_ 1 .. 1 1 0.006 0.006
| ke | [ | 2 0.207 0.206

N | I . | 3 0.036 0.035
l |‘. . 4 0.053 0.010
i i 'i . | 11 -0.004 -0.039
l 'l - . - 12 -0.043 -0.027
| .| *e - |" | 13 0.120 0.130
| ) b | 14 -0.173 -0.165
i LN [ ie. i 24 0.079 0.074
"0 Statistic (24 lags) 24.723 S.E. of Correlations 0.075
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Le graphique des résidus est présenté dans la figure 2.11. La série parait
assez perturbée et laisse supposer la présence de données aberrantes. En outre,
on peut avoir des inquiétudes sur la qualité des prévisions réalisées a la fin de la
série, pour I’année 1991. En effet, il y a une chute importante des résidus a la fin
de 1990. Les prévisions seront donc fortement sous-estimées.

10 50
13
2.3
1
10 (X
1
23
]
.' L S AN LA S L AR UL § -‘-I'I'I'I'T'I LU |
IO RO R %M o# o2 oM % BN
—Tam —min

Figure 2.11: La série des résidus du troisieme modele

2.4 MODELES NON LINEAIRES

Il y a de nombreuses maniéres d’introduire des non-linéarités dans un
modele de série temporelle. Dans cette section, nous traitons de quelques unes
d’entre elles, principalement les modgles bilinéaires, les modeles avec seuil et
les modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédatiques (« ARCH »). Ce
sont ces derniers qui seront I’objet essentiel des chapitres suivants. Nous nous
restreignons ici a des processus unidimensionnels.

2.4.1 Modzeles bilinéaires

Les modeéles bilinéaires (Granger et Andersen [1978]) généralisent les
modeles ARMA en introduisant des termes linéaires séparément en Y eten ¢,
donc bilinéaires. L’équation du modele bilinéaire général est donc

14 9 P 0
Yo=Y ¢iViite — ) Ogj+ Y AijYiie, (2.12)
i=1 Jj=1

i=1 j=I

oll le processus & est un bruit blanc gaussien (cette hypothese peut étre souvent
remplacée par celle d’un bruit blanc fort avec existence de la variance). Il est
désigné par le sigle BL(p, q; P, Q).

L’étude de cette classe de modeles est plus complexe que celle des proces-
sus ARMA (voir Subba Rao [1981], Guegan [1987], Liu et Brockwell [1988],
Liu [1989] et [1990]). Pour qu’un modgle soit pleinement utilisable du point de
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vue statistique, il faut établir qu’il existe au moins une solution de I’équation qui
soit un processus stationnaire et causal. En outre, pour prévoir a partir du modele,
il faut aussi que le processus soit inversible.

Des sous-classes de modeles bilinéaires ont été distinguées. Le modele
bilinéaire diagonal est défini par 1’équation

Ld q P
Y, = Zfl’i Yioi+e&— Zejst—j + Y MYiie,
i=1 j=1 i=1

tandis que le modele diagonal superdiagonal est défini par

Z¢’1Yt ité&— 29 Er— 1+ZZAUY’ i€—j
i=l j=
i2)

et que le modele sous-diagonal I’ est par

Y, = Z(t’nYt ité& — Zesx _[+Z:ZAUYI i€r—j-
=1 j=
i<j

Considérons 2 titre d’exemple le modele BL (0, 0; 2, 1) superdiagonal
Y, =& + AY, 8. (2.13)
Le processus Y est de moyenne nulle étant donné que
E(Y;) =E(&) + AE(Y;—26,-1) =0

car g_, est indépendant du passé du processus, et en particulier de Y;_3, et
E(&;) = 0 pour tout ¢. L’autocovariance de retard & vaut
E(Y,Yi-) = Eleeon + A*Y_261Yip—26—h-1
+A& Y, _p_2&p1 + Ag_pYi_28,1]).
Si & > 1, nous avons
E(Y,Y,_x) = E(&)E(g-p) + )\2 E(g—1) E(Yr—2Yi_p_28i—k—1)
+AE(e) E(Yr—p—261—n—1) + AE(Y;_26,—4) E(&1-1)
= 0.

Pour h = 1, le regroupement des facteurs est différent pour le dernier terme mais
conduit au méme résultat :

E(Y,Yi—1) = E(&)E(&—1) + A2 E(e,_1) E(Y,2Yi_361_2)
+1E(e;) E(Y,_36:-2) + AE(Y;—2) E(¢7_))
= Q.
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Enfin, en remplagant h par 0, nous trouvons une relation de récurrence
pour la variance marginale E(Y?) :

E(Y}) = E(e]) + A E(Y ) (7)) + 21 E(&:) E(Y:—2) E(&,—1)
ou, comme le dernier terme s’ annule,

E(Y?) = 02 + A202E(Y2,).

Il existe une solution stationnaire du second ordre de I’équation (2.13) a
condition que %62 < 1. La variance marginale vaut alors

2

v¥) = ———-

) 322

On peut montrer (Guegan [1981]) que le modeéle a une solution stationnaire
causale unique, donnée par

00 J
Y, = E e ) ]_[8r—2k+1 + &
Jj=l k=1

Le processus se comporte comme un processus bruit blanc, du point de
vue de sa fonction d’autocorrélation. Il est pourtant prévisible. La prévision en
t d’horizon 1 vaut AY,_;&, et la proportion de la variance qui est expliquée,
var(AY,_ &)/ var(Y,), vaut A202. Par ailleurs, la variance conditionnelle de Y;
étant donné Y,_, vaut

E(Y?|Y—s) = Ble} +A°Y2 67 +2he, Y, s6,1 | Yis]

= o2 +A%?Y%,
ce qui montre que le modele est conditionnellement hétéroscédastique.

La figure 2.12 montre une réalisation d’un processus bilinéaire avec A =
0.6 et 0 = 1, et une moyenne égale a 5. La série a été générée au moyen des
équations suivantes :

& sit=1,2
Y, =

5 + 0.68f_](Y'_2 - 5) + E; Si t > 3.

La figure 2.13 montre les autocorrélations de la série des 100 derniéres valeurs
qui ressemblent assez a celles d’un bruit blanc, comme on pouvait s’y attendre.
Elle montre aussi les autocorrélations de la série des Y2, dont plusieurs sont
significatives. On comprend mieux que la proportion de la variance expliquée
doit valoir ici 0.36 quand on regarde la figure 2.14 qui montre Y; en fonction de
Y.
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Figure 2.12: Série artificielle générée par un processus bilinéaire
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Autocorrélations de la série artificielle de longueur 100 générée par un
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La série artificielle générée par un processus bilinéaire en fonction de la
série retardée d’une unité
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Remarques

1. La maniére de paramétrer la constante est différente de celle employée le
plus souvent. Cette paramétrisation permet de ne pas modifier les condi-
tions de stationnarité.

2. Les moments de Y d’ordre impair sont nuls mais les moments d’ordre
pair ne sont pas tous finis. Ils ne le sont pas si le support de la loi de &
est infini, ce qui est le cas notamment pour la loi normale. Par ailleurs, on
peut montrer que la condition d’inversibilité du processus est 22202 < 1 .
(Guegan [1981]).

3. Il faut étre prudent en matiére de génération de données artificielles selon
un modele non linéaire. En effet, les algorithmes pour générer les nombres
pseudo-aléatoires sont déterministes, typiquement non linéaires. Il se pour-
rait qu’un choix malheureux ait une incidence sur des résultats d’une étude
empirique par simulation. Il est donc important de préciser les conditions
de cette étude, voir par exemple Ashley ez al. [1986].

2.4.2 Modeles autorégressifs a seuils

Les modeles autorégressifs a seuils (« threshold autoregressive » ou TAR)
ont été proposés par Tong [1978] (voir aussi Tong [1983], [1990]). Tong les
a introduit comme des approximations discrétes de modeles non linéaires en
temps continu sous forme d’équations différentielles non linéaires. Ils permettent
de reproduire des phénomenes tels qu’un cycle limite et une dépendance entre
amplitude et fréquence. Supposons que le processus Y vérifie au temps ¢ une
équation parmi plusieurs équations différentes selon la valeur d’une variable
(autre que Y;). Chaque équation correspond a un régime. Dans le cas d’un seuil
unique et d’une variable X,, on aura par exemple :

4|
Z¢(1)Yt_[ +5' Si X; ga
i=1

Y, = (2.14)

P2
Z¢(2)Y’—i +e& si X;>a.
i=1

Tong a considéré I’existence de plusieurs seuils. La variable X,, est soit une
variable exogeéne, soit une valeur retardée de & de la variable étudiée, Y,_s. Dans
ce dernier cas, on parle de modele SETAR («self excited threshold AR »). Une
constante peut étre ajoutée a chacun des sous-modeles autorégressifs. D’autres
généralisations sont possibles. On peut employer des sous-modeles ARMA au
lieu de AR et permettre aux variances des &, d’étre différentes entre les sous-
modeles (Mélard et Roy [1988]). Chan et Tong [1986] ont introduit la possibilité
de changement lisse de modéle («smooth threshold autoregression » ou STAR).
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Un cas particulier simple est le suivant:

VY1 +e si Yo <«
Y, = (2.15)
dPY,_1+e si Yo >a.

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution stationnaire et
ergodiqueest ) < 1, 9@ < 1et pMp?® < 1. Méme si ladistribution de & est
symétrique par rapport a zéro, la distribution marginale n’est pas symétrique, sauf
si ¢ = ¢® (Petruccelli et Woolford [1984] ; pour une étude de la distribution
marginale des Y;, dans le cas d’un processus & gaussien, voir Andel et al. [1984]).

Pour illustrer les modeles avec seuil, nous avons choisi I’exemple suivant,
d’équation :

5 - 0.2(Y[—1 - 5) ‘+‘ Er Si Yr_l < 65

54+09(Y,-1 —S5)+¢& si Y, >65.

Dans la figure 2.15 est représentée une série générée par ce processus, en em-
ployant la série de la figure 2.1 comme réalisation du bruit blanc.

630

T T N N T T T T T
9 3 35 B 9 109 37 U3 161 L 199 27 T3 BY TN M9 XT 33 3 361 39 W7

Figure 2.15: Série artificielle générée par un processus autorégressif a seuil

La figure 2.16 montre les autocorrélations de la série des 100 derniéres
valeurs et la série Y,, en fonction de Y,_;. On voit clairement la non linéarité de
la relation entre Y; et Y,_,.
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Autocorrélations de la série artificielle de longueur 100 générée par un
processus autorégressif a seuil (& gauche) et la série en fonction de la
série retardée d’une unité (a droite)

2.4.3 Modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

La classe des modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédasti-
ques («autoregressive conditional heteroscedastic» ou ARCH) a été proposée
par Engle en 1982 (cfr. chapitre 1). Le but est de permettre & la variance du bruit
de varier conditionnellement au passé de la série. Le modele ARCH(q ) est défini

par les équations
& = Ur\/h_t
q
he = c+ ) aigl, (2.16)
i=l

vy ~iid. N(@,1).

I apparait comme un bruit blanc gaussien, multiplié & chaque temps ¢ par une
variable aléatoire dont le carré dépend, de mani¢re linéaire, des g derniéres
valeurs du processus.

On peut écrire le modele sous la forme

& | &—1~ N, hy)
q

h =c+ Zaie,z_i,
i=1

ce qui montre que la distribution conditionnelle de ¢,, est normale centrée et de
variance h, laquelle dépend linéairement des ¢ derniéres valeurs du processus.
Une troisieme formulation fait appariitre ¢ comme une différence de martingale,

puisque
E (e, | ﬂ:‘.) =0

mais hétéroscédastique puisque

(2.17)

q
V(sf |§r;|) =c+ Yy ael,. (2.18)
i=l1
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Enfin, en notant u, = 8,2 — h, il vient une quatrieme formulation :

9
g =c+y ais], +u, (2.19)

i=1

ce qui montre une forme AR(q) pour les &2, avec toutefois la remarque que les
variables u, = vfh, —h, = (v,2 — 1)h ne sont pas de variance constante mais
sont de moyenne nulle et non corrélées entre elles. Notons que les deux dernieres
formulations donnent lieu a des définitions plus générales de modeles ARCH ou
la normalité n’est pas requise.

Le modele ARCH général sera étudié dans le chapitre 3 ainsi que les
généralisations telles que les modeles GARCH (Bollerslev [1986]), modele de
régression a erreurs ARCH (Engle [1982]), ARMA a erreurs ARCH (Weiss
[1984]). Nous nous limitons ici & une étude préliminaire du modele ARCH(1) et
du modele AR(1) a erreurs ARCH(1).

Considérons donc le modele ARCH(1). Le processus de différence de
martingale ¢ est ARCH(1) si et seulement si

& = vpyJc+agl |, vy ~i.id. N, 1). (2.20)

1l faut évidemment que a > 0 et que ¢ > 0, sans quoi la variance
conditionnelle pourrait étre négative. Pour que le processus soit stationnaire du
second ordre, la variance marginale de & doit étre constante. Or elle vérifie
I’équation

V(&) =c+aV(e-1)
d’oli 'on conclut que a < 1 etque

C

Vi) = —

(221

Soit A un entier strictement positif. Remarquons d’abord qu’en vertu du
théoréme des projections itérées (équation (2.2)), et compte tenu du fait que
Ep_h C 61_1 9 ona

B(e o) = B(E (s 6m) l2n)
E(012i1)

= 0.

Il est intéressant de comparer la variance marginale 2 la variance condi-
tionnelle V(&; | &—4). Par remplacements successifs, on déduit de (2.19):

e=c(l+a+...+a" ) +ad", +u, +au_1+- +a" upp1.
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Prenant 1’espérance conditionnelle des deux membres, conditionnellement a
I’'information &;_j,, on obtient

V(e, |£ﬂ) = c(1+a+...+ah_')+a"e,2_,,
1—a"

1—a

= ¢ +akel . (2.22)

Lorsque A tend vers I’infini, la variance conditionnelle converge vers la variance
marginale donnée par (2.21). La différence entre la variance conditionnelle et la
variance marginale peut s’écrire

V(e o) = Ve = a" sy = V (eron)].

C’est une fonction trés simple de la différence entre le carré de I’innovation
et sa moyenne. Au plus I’innovation est grande en valeur absolue, au plus la
variance conditionnelle future est au-dessus de la variance marginale.

On peut vérifier (Gourieroux, [1992]) que les conditions imposées au
processus € sont compatibles. Notons que les résultats ci-dessus ne dépendent
pas de I’hypothése de normalité, c’est-a-dire du caractere gaussien du processus
v.

Pour déterminer les conditions de stationarité et pour trouver la distribution
marginale du processus, il faut procéder par récurrence. Illustrons ceci sur le
moment d’ordre 4, dans le cas gaussien. A partir de (2.20), on peut écrire

E(eflen) = E(vfhle )
= E(v;‘|£)E(h,2|£,__,)
= 3(c+as,2_l)2,

compte tenu de ce que le moment d’ordre 4 d’une loi normale N(0, 1) vaut 3.
En prenant 1’espérance marginale par rapport a £,_, il vient

E (&)

3E(c* +2acel, +a%,)
3[c* +2acE (L) +a®E(&]_))]

2
— 3[c2+ 2aca +a2E(ef_,)]

1—
d’ou la stationnarité implique

o 3A(+a)
EED = (i —a)
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La condition d’existence des moments d’ordre 4 est 3a% < 1. On en déduit
que le coefficient d’ applatissement de Fisher (« kurtosis ») associé a la distribution
marginale de & vaut

E(¢%) 1—a?

=) 3 —3>0,
= B 1—3a2 ° 7

cette derniére étant la valeur de « pour une loi normale. Dans ce texte, on utilise
une mesure différente mais équivalente d’applatissement
E(eY 1—a?
= = >
E%(s2) 1 — 3a2

)

cette derniere étant la valeur de k pour une loi normale. Les queues de la
distribution marginale d’un processus ARCH(1) sont donc plus épaisses que
pour un processus gaussien. On dit que cette distribution est leptokurtique.

Plus généralement, les moments centrés d’ordre impair, s’ils existent, sont
nuls, par symétrie. En supposant que le processus démarre infiniment loin dans
le passé avec les 2r premiers moments finis, le moment d’ordre 2r existe si et
seulement si (Engle [1982])

r . B
a[Jei-n<t
i=1

B Y R A A " O P P e A PR L S O S /R A .

Figure 2.17: Série artificielle générée par un processus ARCH(1)

La figure 2.17 montre une série artificielle générée par le modéle ARCH(1)

d’équation :
& = v,,/0.5+0.5¢2 |, v ~1.id. N, 1)
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Puisque a = 0.5, les moments marginaux d’ordre 2 et 4 existent et valent respec-
tivement 1 et9, d’ ol k = 6. La figure 2.18 présente la fonction d’autocorrélation
de la série des 100 derniéres données et de la série des carrés de ces données.

1.00{ 1.00
0,30 0.5
n,m...;n.,‘,.,"...,'..I.,.]...:‘J..J.ll..l.,.,.-,.r-.',.. n_m.j..-,.,...-.....,.".,.,..n.,..a.,....-«"..--.v.---.-
-8.50 4.5
-1,00 -1.00 e
(TS TR AA[DNDUBBNY T T U BN
Figure 2.18

Autocorrélations de la série artificielle de longueur 100 générée par un
processus ARCH(1) (& gauche) et de la série des carrés (a droite)

Nous envisageons maintenant un processus AR(1) a erreurs ARCH(1),
défini par I’équation

Yo = u+oYior+e, 9l <1
E(e18m1) = 0 2.23)
v (6, | E) = c+ae .
On a, pour I’espérance conditionnelle, I’expression suivante
E(Y 1 ¥ima) = 1+ 9B (Yo | Yicw)

ce qui montre que les prévisions non linéaires de Y s’obtiennent comme les
prévisions linéaires d’un modele AR(1). Plus généralement

1— ¢t -
Yi=pgog to et et oo+ e Q29
En prenant I’espérance conditionnelle de (2.24), on obtient
1— h
E(Y | Yios) = _"; +¢"Yih.

La variance conditionnelle s’obtient comme suit, compte tenu de (2.22) :

V(11 Ya)

)
= V(e 1 &on) + 07V (et L 2n) + - + "DV (e | 1)

h-1 i
. 1 —a*/ :
DY (c — +a”"e?.h)

j=0

1_ h
V(u ¢ +¢"Y._,.+e,+¢s,_1+---+¢““s,_h+.|Y,_h)
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_ c (]_¢2h— ah_¢2h)+aah_¢2h )

T ita\1=¢r Ya—g a—gt ok

Elle n’est pas constante puisqu’elle dépend de &2 ,. On en déduit que les
intervalles de prévision, d’horizon A fixé, d’un modele AR(1) avec erreurs
ARCH(1) seront d’autant plus larges que la variabililité est grande, contrairement
au modele AR(1) ou les intervalles de prévision dépendent de k£ mais pas de ¢.

T T B % & 48 10 1o 157 Be (1 ula 25 212 2% 2% 71 o 37 3k M1 23 3B
Figure 2.19
Série artificielle générée par un processus AR(1) a erreurs ARCH(1)

La figure 2.19 montre une série artificielle générée par le modele AR(1) a
erreurs ARCH(1), défini par:

Y, 5+08(Yr41 —5)+8r

& = v,/0.540.58%,

v ~iid. N(O, 1).

On constate dans la figure (2.20) que les premieres autocorrélations de la série
des 100 dernieres données ressemblent a celle d’un processus AR(1).

2.4.4 Quelques autres modéles non linéaires

Le contexte général des modeles non linéaires est le développement de
Volterra qui généralise, dans un certain sens, la décomposition de Wold. Ce
développement est de la forme

0 © o O X
Y, = Zei€¢_i+zzeij8f—i8'—j+z Z
i=0 ‘

i=0 j=0 i=0 j=0 k

gL

OijkEr—i&—jEr—k+- - (2.25)

Il
o

ol & est un bruit blanc fort.
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Figure 2.20
Autocorrélations de la série artificielle de longueur 100 générée par un
processus AR(1) a erreurs ARCH(1)

Une autre approche tres générale est celle des modéles dépendant de
[’étar («state-dependent model » ou SDM) de Priestley [1980]. Considérons un

modele d’ordre p. Appelons Yo, = (Y1, Y2, ..., Y;_p) le vecteur d’état.
Supposons pour Y, un modele autorégressif d’ordre p dont les coefficients
¢,-(L_l), i =1,..., p sont fonction du vecteur d’état:
P
o= i (y,,) Vi +a (2.26)
i=1

La généralisation aux modeles ARMA( p, g) est immédiate, en posant Yoo =
(Yl—lv DR YI—[}! Er—lyeevs gr—q) :

Yo = id)i (X!—i) Yioite& - quoj (X,_]) Er—j- 2.27)
i=1 =

Cette classe de modeles contient en particulier :

(a) les modeles bilinéaires, si les ¢; sont constants et les 6; (L_]) sont des

fonctions linéaires de y _ ;
21

(b) les modeles a seuils SETAR, si ¢; (y,_|) = oV, i=1,... psi¥_s<a

2 .
et ¢! ’, dans le cas contraire ;

(c) les modeles autorégressifs exponentiels de Haggan et Ozaki [1981], en
posant

¢ (X:—l) =a; + be "/
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Parmi les autres approches, celle de Lawrance et Lewis [ 1985] mérite d’étre
mentionnée. Le modele est défini, en probabilité, comme suit

oMY, + ¢ avec la probabilité p,
Y =1 ¢@Y,_;+¢&  aveclaprobabilité p, (2.28)
& avec la probabilité 1 — p; — ps,

oup>0,pp>0,p1+p2<1,0< ¢y, ¢ <1, € estun processus de type
bruit blanc fort choisi de maniére adéquate pour que la distribution marginale de
Y soit exponentielle de moyenne 1. On peut alors montrer que la loi de & est un
mélange de trois exponentielles de parametres spécifiés.

2.5 TESTS DE LINEARITE
2.5.1 Tests basés sur les autocorrélations

Il convient avant tout de rappeler la propriété suivante :
Si € est un bruit blanc fort, g(&,) est non corrélé avec g(g,+x), pour tout h # 0,
pour toute fonction g.

Les autocorrélations des carrés d’une série sont utiles pour mettre en
évidence des non linéarités (Granger et Andersen, [1978]). Nous avons déja
constaté qu’une série peut sembler non autocorrélée alors que son carré présente
une autocorrélation marquée, illustrant de ce fait

(a) que la non corrélation n’entraine pas I'indépendance ;
(b) qu’une série peut étre non prédictible par un modele linéaire mais prédic-
tible par le modele non linéaire adéquat.

Granger et Newbold [1976] ont montré que si Y est un processus gaussien
dont les autocorrélations sont notées py(h), les autocorrélations du processus Y2
sont pﬁ(h) . On peut estimer les autocorrélations de Y2 & partir d’une réalisation
de Y au moyen de

T

> (rP=5%) (2, -6

t
prah) = =
Z (Ytz - 62)2

=1

oll 62 est I'estimation de la variance de Y. Si on représente graphiquement

ces Pyz2(h) en fonction des carrés des Py (k), pour un processus gaussien on
devrait trouver les points autour de la premiere bissectrice. On peut appliquer
cette technique aux résidus d’un modele linéaire ou non linéaire.

Par ailleurs, McLeod et Li [1983] ont étudi€ la distribution asymptotique
des autocorrélations des carrés des résidus d’un modele ARMA( p, g) a erreurs
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indépendantes. Ils ont montré que la loi marginale est une loi normale de moyenne
0 et de variance 1/T et qu’il y a non corrélation asymptotique. De ce fait, la
statistique de type Box-Pierce (2.10) correspondante a une loi x,z, ,ou H estle
nombre d’autocorrélations utilisées.

2.5.2 Tests basés sur la régression

Keenan [1985] a proposé un test d’absence de termes quadratiques dans un
développement de Volterrad’ordre 2. La méthode consiste en les étapes suivantes :

1) régression de Y; sur {1, Y,_,...,Y,—n} qui donne des résidus &, t =
m+1....,T;

2) régression de Y,2 sur {1, Y;_y, ..., Y,—m} qui donne des résidus 7, t =
m+1....,T;

3) régressionde &, sur ,, t =m+ 1...., T (sans constante), et test de la

nullité du coefficient de régression, par un test de Studenta 7 — 2m — 1
degrés de liberté (le nombre de résidus diminué du nombre de paramétres
estimés).

La méthode des multiplicateurs de Lagrange a été employée pour obtenir
une classe de tests pour détecter la non linéarité. Leur puissance a été étudiée
dans le contexte des modeles bilinéaires dans le cas particulier oli les cumulants
d’ordre 3 et 4 du bruit blanc sont supposés nuls (Guegan et Pham, [1992]).

Plus généralement, Tsay [1991] propose et étudie une procédure qui com-
bine les tests de multiplicateurs de Lagrange et les autorégressions ordonnées.
Les premiers consistent a ajouter des variables explicatives diiment choisies a
un modele autorégressif, transformant celui-ci en modele de régression a erreurs
AR. Pour détecter la possibilité de bilinéarité, on choisit des variables comme
Y,_i&—; ou &_;&—i_1,o0ules & sont les résidus du modele autorégressif. Pour
un modele autorégressif exponentiel, il propose Y;_; exp{ —Y,Z_] /c}, ol ¢ estune
constante de normalisation, par exemple ¢ = max{|Y;—;|}. Pour un modele a
seuil, on peut employer une variable indicatrice 1y, > = 1,51 ¥;_) > a, et 0,
dans le cas contraire.

Les autorégressions ordonnées sont employées pour détecter le besoin
d’un modele 2 seuil de type SETAR. Pour un délai donné § et un ordre m
du modele autorégressif, on ordonne les temps ¢ en fonction croissante de
Y;—s et on estime le modele par régression linéaire appliquée par récurrence,
en déterminant successivement les résidus récursifs normalisés. Cette méthode
améliore laméthode CUSUM de Petruccelli et Davies [ 1986). Aulieu d’employer
toutes les données, il est préférable d’employer une fenétre afin de réaliser
un ajustement «local ». Si la fenétre est de largeur L, seules L données sont
utilisées ; on ajoute donc chaque fois un point dans la récurrence mais, si le
nombre de points utilisés dépasse L, on retire aussi chaque fois un point. De
cette maniere, le franchissement du seuil apparait comme la nécessité de changer
de modele.
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2.5.3 Autres tests

Des méthodes d’analyse spectrale ont aussi été utilisées. Subba Rao et Gabr
[1980] ont employé le bispectre, f(w;, w2), qui est la transformée de Fourier
du moment d’ordre 3, défini comme suit

y(h, k) =E[(Y, —m)(Yeon — mepn) (Vi — mepi)]

Pour un processus ayant une décomposition de Wold en termes d’un bruit blanc
fort &£ dont le moment d’ordre 3, w3, est fini, le rapport entre le carré du module
du bispectre et le produit f(w;) f(w2) f (w1 +w,) est constant et proportionnel a
M% . La comparaison de I’estimation de ce produit avec 1’estimation du bispectre
fournit un test de linéarité et un test de normalité (car le bispectre est nul pour
un processus gaussien). Hinich [1982] a amélioré le test de normalité et a rendu
le test de linéarité plus robuste. Ashley et al. [1986] ont employé ces tests par
rapport a différents types de modeles non linéaires.

Pour certaines classes de modeles bilinéaires, mais sans spécification de la
densité du bruit blanc, Benghabrit et Hallin [ 1992] ont amélioré cette théorie et ont
montré que les statistiques de tests localement asymptotiquement optimaux sont
des coefficients d’autocorrélation cubique. Il en ont également donné la version
non paramétrique, qui se raméne 2 des coefficients d’autocorrélation cubique
basés sur les rangs, ou sur les rangs signés, dans le cas d’une densité symétrique.
Enfin, ils ont calculé I’efficacité asymptotique de ces tests non paramétriques par
rapport aux tests de multiplicateurs de Lagrange.



CHAPITRE 3

LES MODELES
HETEROSCEDASTIQUES UNIVARIES

par

Christian GOURIEROUX

3.1 DIVERSES MODELISATIONS

Des formalisations plus ou moins simples a utiliser, plus ou moins adaptées
a I’analyse des séries financiéres ont été introduites dans la littérature pour pren-
dre en compte les phénomenes d’hétéroscédasticité conditionnelle. Les premiers
modeles proposés cherchaient essentiellement a introduire des bruits blancs con-
ditionnellement hétéroscédastiques ; cette démarche s’explique par I’importance
de I’hypothese de marche aléatoire en finance, hypothése qui conduit & modéliser
directement les rendements, c’est-a-dire les accroissements relatifs de prix, sous
forme de bruit blanc.

3.1.1 Modeles ARCH(q) (Engle [1982])

L’aspect hétéroscédastique est introduit par I’ intermédiaire d’une dynami-
que autorégressive sur les carrés du bruit. Le modgle est défini par:

Y, = ¢,
avec: E (e,/ﬁ) =0,

g @3.1)
E (83/6_:—_1_) =h =c+) al ;a5 #0.
i=1
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Lavolatilité de ladate ¢ est donc fonction des carrés des écarts a la moyenne
observés dans le passé proche. Si les coefficients a;, i =, ..., g, sont tous positifs
etassez grands, il y aune certaine persistance des niveaux de volatilité : on observe
alors des périodes de fortes volatilités suivies de périodes de faibles volatilités.
Si le polyndme caractéristique 1 — 37 | a;z admet des racines complexes, on
peut observer des phénomenes cycliques sur les niveaux de volatilité.

3.1.2 Modeles GARCH (p, q)(Bollerslev [1986])

La formulation précédente fondée sur une relation auto-régressive peut en
pratique conduire & un ordre de retards ¢ assez grand, donc a I’estimation d’un
nombre important de paramétres. Par analogie avec la démarche usuelle de Box-
Jenkins, Bollerslev proposa d’introduire une dynamique autorégressive moyenne
mobile et considéra le modele suivant :

Y, = ¢,
avec E (e,/ﬂ) =0,

3.2)
q p
E (53/3,__,) =h=c+ Y el + Y Bihijag #0,B, #0.
j=1

i=1

Pour bien mettre en évidence I’interprétation ARMA, il est nécessaire de faire
apparaitre I'innovation relative au carré &2, c’est-a-dire u, = e?—E (5,2 /8,_1) =

€? — h,. Remarquons que cette innovation est en général conditionnellement
hétéroscédastique ; ainsi si la loi conditionnelle de &, sachant g,_; est normale,

nous avons :
(o) = B (:f/e) = ( (/)

2h?.

Introduisant I’innovation dans I’écriture dynamique, nous obtenons :

q p
2 _ 2 .
& —up = ¢+ 2 aig_; + E ::Bj (g,_j Ui-j)
i=1 =

Max(p.q) P
82 = c+ Z (0!,' +ﬁi)£,2_,~+u, —Zﬁju,_j,
=1

i=1

e

avec les conventions «; = 0,s8i i > g, B; = 0,si j > p. Ainsi la dynamique
correspond en général &2 un modele ARMA [Max (p,q), p]surle carré du
processus.
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3.1.3 Modeles ARMAX-GARCH

L’hypotheése de marche aléatoire sur les prix ou les logarithmes de prix
peut cependant étre remise en cause ou au moins testée a partir des données.
Dans ce cas la série des rendements ne correspond plus nécessairement & un bruit
blanc; le rendement net anticipé peut dépendre de divers facteurs explicatifs
ou posseder une dynamique assez réguliére. Ceci conduit a introduire I’effet de
variables additionnelles sur la moyenne et a placer la formulation GARCH sur le
processus d’innovation correspondant. Plus précisément, on peut considérer des
modeles du type :

O(LYY, = A(L)X, + O(L)¢,
ou X, sont des variables explicatives observables
etou E (8,/8,__1, X,) =0 (3.3)

9 14
V(E;/E;_-],X[)=h;=(:+zai£’2_i+ ﬂ]h‘_j
i=1 =1

J

3.1.4 Modeles ARCH-M (Engle-Lillien-Robbins [1987])

La formulation précédente n’est cependant pas bien adaptée aux problémes
financiers. En effet il existe des actifs plus ou moins risqués, et le rendement
espéré de chaque actif doit refléter I’existence de ce risque : plus I’actif est risqué,
plus le rendement anticipé devrait &tre élevé. Ceci conduit naturellement a des
formulations du type :

O(LYY, = AL)X, + 8(L)Yh, + O(L)ey,
avec les méme conditions qu’auparavant sur le processus (&;) .

Ce modele differe du précédent par la présence de la prime de risque §(L)A,,
qui dépend de variables prédéterminées non observables. 11 est dit ARCH.M,
c’est-a-dire « ARCH in mean » pour présence de la variance conditionnelle dans
la moyenne conditionnelle.

Ce type de formulation plus proche de la théorie financiere présente aussi
d’autres avantages plus descriptifs. 1l signifie en effet que la volatilité peut ser-
vir d’indicateur avancé pour évaluer le niveau moyen, c’est-a-dire 1’évolution
tendancielle. Or cette possibilité parait compatible avec certaines données exis-
tantes.

3.1.5 Modeles autorégressifs a coefficients aléatoires (Bera-Lee
[1989])

Certains modeles hétéroscédastiques peuvent étre interprétés en terme de
modeles autorégressifs a coefficients aléatoires. Cette interprétation a évidem-
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ment un intérét propre : elle va aussi permettre de mettre en évidence la forme
peut étre trop restrictive retenue pour la dynamique des moments d’ordre deux.

Considérons un processus autorégressif d’ordre p :
p
Y, = Z @it Yi—i + us,
i=l

ol (#,) est un bruit blanc indépendant, de variance o2.

Les coefficients sont susceptibles de varier dans le temps. Dans une version
simple, ces coefficients peuvent étre supposés temporellement indépendants,
indépendants du processus d’erreur (,) etde méme loi. Nous notons E ¢;r = u;,
V ¢ =Y . Le modele précédent peut étre intégré par rapport aux coefficients de
facon a expliciter la loi des seules variables observables (Y;) . Nous obtenons:

P
E(Yt/Yr—]) ;ﬂiyz—[,
| Y (3.4)
V(Yt/h) 02+(Y,_|,...,Y,_p)z .

Yo,

I s’agit d’un modele autorégressif avec erreurs conditionnellement hétéro-
scédastiques. La formulation de la variance conditionnelle differe cependant des
formulations introduites précédemment.

(i) Elle dépend des valeurs retardées du processus lui-méme et non des valeurs
retardées de ’innovation &, = Y; — E (Y, /Xﬂ) , des que les moyennes
i; sont non nulles. Savoir si la volatilité doit &tre exprimée en fonc-
tion des niveaux de rendements ou des écarts de ceux-ci a une évolution
moyenne est une question de fond. Elle conduit dans les applications fi-
nancieres a distinguer diverses notions de risque selon la définition re-
tenue de I’évolution moyenne (voir par exemple les notions de risques
systématique et spécifique).

(ii) De plus nous voyons que la forme fonctionnelle de la variance condition-
nelle, si elle est bien de type quadratique, comporte aussi des termes croisés
du type Y,_;Y,_;, i # j, faisant intervenir des décalages différents.

3.1.6 Formulations non paramétriques

L’interprétation précédente montre que les formes fonctionnelles retenues
pour la volatilité dans les modeéles GARCH sont peut étre trop restrictives. Dans le
méme ordre d’idée, on peut aussi remettre en question la formulation quadratique
qui implique des réactions de la volatilité aux innovations passées indépendantes
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du signe de ces innovations. Or on sait en pratique que les réactions en période
de baisse des prix ou de hausse des prix peuvent étre assez différentes.

Une approche naturelle consiste & retenir des formes peu contraintes pour
les moyennes et variances conditionnelles. En pratique il faut essentiellement
préciser les variables, dont les deux moments sont susceptibles de dépendre.

Ainsi, si nous supposons le processus markovien d’ordre p, nous pouvons
écrire :

E(Y/Y1)
v (/%)

G(Yt—la---s Y'—p)v (3 5)

H(Yt—],---,Yt—p)-

Des modeles plus complexes peuvent étre considérés, soit pour introduire
des effets moyennes mobiles, soit pour faire dépendre la volatilité des valeurs
retardées des innovations, soit pour introduire la volatilité dans la moyenne
conditionnelle. Se restreignant a 1’ordre un, une formulation prenant en compte
ces aspects serait :

E (Yt/h) =G {Yi_1,8-1,h),
avec: & =Y, — E (Y,/h) Jhy =V (Y,/h) , (3.6)

V(Yi/Yimr) = b = H (e, him)

3.2 STATIONNARITE

L’étude des conditions de stationnarité faible ou forte est habituelle-
ment décrite pour des modeles GARCH. Certains résultats et principes de
démonstrations peuvent cependant &tre facilement étendus a d’autres modeles
conditionnellement hétéroscédastiques, en particulier aux modeles ARCH 2a
seuils (voir Zakoian [1991]).

3.2.1 Stationnarité faible
Considérons le modele GARCH :

Y, = ¢,
avec E (s,/s,__l) =0

q 14
E(e3/em) =hi=c+ ) aiel,+ ) Bihimjiag # 0. B, #0.
i=1 j=1
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Nous savons que la dynamique des variances peut s’écrire sous une forme

ARMA:
Max(p.q) P

g=c+ Y, (@+B)&+u— > By,
i=1 j=1

avec E (u,/e,__l) =0.

Prenant I’espérance de chacun des deux membres, nous en déduisons que :

Max(p.q)
Eg=c+ Y (u+pB)Es .

i=1

La suite des variances (E¢?) = (o07) satisfait donc une équation de
récurrence linéaire. Le processus (g,), qui est déja une différence de martin-
gale, est asymptotiquement stationnaire faible dés que les racines du polyn6me
caractéristique :

Max(p.q) _
1- ) (@+B)7,

i=1

sont a ’extérieur du disque unité.

Propriété 3.1
Etant donné un processus GARCH avec des coefficients «;, B; positifs, la
condition
Max (p.q)
1= ) @+p)d=0=z]>1,
i=1
est équivalente a :
Max(p.q)

D @w+p)<1.
i=l

Preuve

Notons :

9 P
a@) =) et @) =) B
i=1 i=1

Condition nécessaire : Supposons «(1) + (1) > 1. Lafonction 1 —«(z) — B(2)
est continue, strictement positive pour z = 0, négative pour z = 1. Elle admet
donc un zéro a I'intérieur du disque unité.
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Condition suffisante : Inversement, supposons (1) + 8(1) < 1. Si zg de module
inférieur a 1 était racine du polyndme caractéristique, on aurait :

Max(p.q)

1 = Z (@i + Bi) 2

i=1

Max(p,q) )
(i +Bi) 20

i=1

Max(p.q)

>l + Bil lzolf

i=1

N

Max(p.q)
< Y le+Bil

i=1

Max(p.q)

= Y (u+pB)
i=1
< 1, d’ou une contradiction.

d

Les conditions de positivité des coefficients ¢, «;, B; assurent évidemment
la positivité de la variance conditionnelle A,. Cette derniere peut malgré tout étre
positive p.s. dans des cas ou certains coefficients «; et §; seraient (faiblement)
négatifs. On a I’habitude de négliger ces cas et d’assimiler condition de station-
narité et condition sur la somme des coefficients.

3.2.2 Valeurs rencontrées en pratique

A titre d’illustration, nous présentons ci-dessous les résultats d’estimation
relatifs a des indices de marché (Grar [1992]). Quatre indices ont été considérés
a partir de la base de données de la Société des Bourses Frangaises. Cette base
permet de calculer les rentabilités quotidiennes de 1914 valeurs frangaises cotées
sur la bourse de Paris ou sur les bourses de Province, et a été utilisée pour la
période du 3 Janvier 1977 au 29 Décembre 1990.

Les portefeuilles agrégés se différencient par le type de pondération
(équipondération ou pondération par capitalisation boursiére) et par le traitement
des dividendes (avec ou sans réinvestissement des dividendes). Ceci conduit a
quatre portefeuilles proxy de I’indice de marché, dans I’ordre :

(I) portefeuille équipondéré avec réinvestissement des dividendes ;

(II) portefeuille équipondéré sans réinvestissement des dividendes ;
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(1) portefeuille pondéré avec réinvestissement des dividendes ;

(IV) portefeuille pondéré sans réinvestissement des dividendes.

Nous donnons dans le tableau 3.1 quelques résumés de la distribution
historique des rentabilités de ces portefeuilles.

Tableau 3.1: Distribution empirique des rentabilités

() ) (1 )
Avec divid. Sans divid. Avec divid. Sans divid.
Moyenne | 0,54 107 |0,48 1073 {0,41 1073 (0,34 1073
Variance | 0,23 107*| 0,85 107*[0,23 107*|0,86 107*

Coefficient | _y 60 ~1,00 ~1,58 —0,99
d'asymétrie
Kurtosis 12,06 9,76 11,88 9,66

On remarque immédiatement que ces chiffres sont incompatibles avec la
normalité de cette distribution historique a la fois du fait de I’asymétrie négative et
des fortes queues de distribution, la kurtosis prenant des-valeurs significativement
supérieures a 3 (valeur correspondant a la loi normale) (Ce probléeme sera discuté
dans la section 3.3). Par ailleurs bien que la moyenne des rentabilités soit proche
de zéro, on voit qu’elle est toujours plus grande lorsque les dividendes sont pris en
compte. Prendre en compte les dividendes revient a augmenter au fur et a mesure
les pondérations des actifs versant des dividendes importants, ce qui explique
évidemment cet effet. Accepter I’hypothese que la moyenne des rentabilités est
nulle, risque donc de dépendre beaucoup de la fagon de calculer les rentabilités.

Finalement prendre en compte les dividendes a tendance du fait des chan-
gements de pondérations a diminuer I’hétérogénéité, donc a diminuer la variance,
ce qui est constaté sur le moment d’ordre deux.

Pour chacun de ces portefeuilles, un modele de type GARCH(1,1) avec
effet de translation a été ajusté sur les rentabilités. Ce modele est:

Y, =a+e¢,
E(21/221) =0,

\Y% (s,/ﬁ) =h =c+ 018,2_, + Bh;—.

11 a été estimé par pseudo-maximun de vraisemblance (voir chapitre 4).
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Tableau 3.2: Modeles estimés

Terme () (I (i) (v)
Constant | Avec divid. Sans divid. Avec divid. Sans divid.
a- [0,36 1073|-0,53 1073|0,27 1073|-0,72 1073
7,6) ¢,2) ¢, 4 (11, 6)
¢ 0,61 10°| 0,42 107%0,75 107%| 0,80 107
(23,6) 23,1 (20, 5) 8, 4)
o 0,22 0,21 0,28 0,21
(20, 5) (14, 4) (19, 4) (27, 3)
B 0,72 0,73 0,71 0,73
45,4) (44,9) 43, 1) (45, 8)
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Les valeurs du terme constant qui s’interprétent comme les moyennes
conditionnelles des rentabilités sont significativement différentes de zéro, ce qui
conduit a rejeter I’hypotheése de marche aléatoire pour la suite des valeurs des
portefeuilles associées a ces rentabilités. On observe par ailleurs le changement
de signe de ce coefficient estimé selon que les dividendes sont ou non pris en
compte.

Surtout on note une hétéroscédasticité conditionnelle significative. Celle-
ci est telle que la somme des deux coefficients « et 8, égale respectivement a
1, 0.94, 0.99 et 0.94, est proche de 1, donc de la condition limite pour avoir la
stationnarité faible. Il apparait donc trés important d’étudier plus en détail ce cas.

Finalement nous donnons, a titre d’illustration (voir les deux pages sui-
vantes), I’évolution de la variance conditionnelle estimée h, pour les quatre
portefeuilles précédents.

3.2.3 Stationnarité forte

Des racines unitaires sont ainsi souvent mises en évidence dans la dynami-
que des moments conditionnels d’ordre deux et il est nécessaire d’étudier ce cas
limite, ou il ne devrait plus y avoir stationnarité faible du processus. L'intuition
et I’analogie avec le cas de racines unitaires dans les modéles ARMA conduisent
a penser que le processus devrait alors présenter des non-stationnarités. En fait il
n’enestrien : la stationnarité sera conservée, mais les valeurs trop fortes des coef-
ficients autorégressifs conduiront a la non-existence des moments d’ordre deux.

.....

GARCH(1,1) et nous suivrons sa démarche.
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Variance estimée (%)

O = N W &L

Temps

Evolution de la volatilité :
(GARCH(1,1))

Figure 3.1
Indice équipondéré avec dividende

Variance estimée (%)

O m N W e LMW

Temps

Evolution de la volatilité:
(GARCH(1,1))

Figure 3.2
Indice équipondéré sans dividende
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Variance estimée (%)

Temps

] Figure 3.3
Evolution de la volatilité : Indice pondéré avec dividende (GARCH(1,1))

Variance estimée (%)
18 ¢
16 4
14 1

12
10 1
8+
6 -
4
2
0

Temps

. Figure 3.4
Evolution de la volatilité : Indice pondéré sans dividende (GARCH(1,1))
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Considérons donc un processus satisfaisant :

Yt = &,

6!/83_“1 ~ N (01 ht) ’

avec:h, =c+ Bh_1+as’,, a>0, >0 ¢>0,
ol les parametres «, 8 sont susceptibles de prendre toutes les valeurs, y compris
des valeurs pour lesquelles ¢ + 8 > 1.

La condition sur la volatilité peut &tre réécrite en introduisant le bruit blanc
gaussien réduit Z, = h,"/ 2.

Nous avons :

he=c+(B+aZl,)he-i,

ou par remplacement récursif & partir d’une date initiale zéro :

=holL[(ﬂ+aZ,2_i)+c|:l+§1£[ +aZ? ]

k=1 i=1

L’étude du processus initial :
1/2
Y; =& = hf/ ZI:

se ramene alors intuitivement a celle du processus A;.

Nous allons nous concentrer sur I’effet de la valeur initiale kg, ¢’est-a-dire
sur le terme ho []i_; (8 +Z2,) figurant dans k;. Ceci nous fournira une idée
du résultat et nous renvoyons a Nelson [1990] pour une preuve rigoureuse de la
propriété.

i) Persistance en moyenne

On peut d’abord s’intéresser a I’effet multiplicateur moyen de hg sur A, c’est-
a-dire a:

l_[ E (/3 + aZ:z—i)

i=l1

B +a).

e (110 +022.)

i=1

Nous constatons que cet effet disparait asymptotiquement si &« + 8 < 1, qu’il
persiste en moyenne si @ + 8 = 1 et qu’il est explosif si & + 8 > 1.

De plus, si le processus est fortement stationnaire, nous avons :

Eh; > Eho(a + )", V1,
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desorte que si @+ B > 1 nousendéduisonsque Eh, = V Y; = 400, c’est-a-dire
que le moment d’ordre deux n’existe pas.

ii) Persistance trajectoire par trajectoire
En revanche, si nous considérons I’effet multiplicateur lui-méme, nous avons :

t t
]—[ B +aZ = epoLog [/3 +ozZ,2_,.]
i=1

i=1

= exp [t; ;Log B+ aZ,z_,-)]

Comme ! Y/ Log (B +aZ?%;) tend vers ELog (8 + @ Z?), nous voyons que
I’effet multlphcateur tend p.s vers zéro si et seulement si ELog (ﬂ + aZZ) < 0.
Dans le cas contraire il y a persistance trajectoire pour trajectoire.

iii) Comparaison des deux conditions
D’apres I’inégalité de convexité :
ELog [« + BZ?] < LogE (@ + BZ?*) = Log(e + B).
Ainsi la condition @ + 8 < 1 entraine la condition ELog [a + ﬁZZ] <

0. La non-persistance en moyenne entraine la non-persistance trajectoire par
trajectoire.

La variable Z suivant une loi normale centrée réduite, la valeur de
ELog [« + BZ?] est:

ELog (@ + BZ%) =
Log2a + W(1/2) + [211B/a)/? | F1(1/2;3/2; B/2a)
—B/a 2F(1,1;2,3/2; B/2a),

ou W est la fonction W d’Euler, | F; la fonction hypergéométrique, 2 F, la
fonction hypergéométrique généralisée.

Dans le plan (¢, B) les formes des diverses régions sont celles représentées
dans la figure 3.2.
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1. Région faiblement stationnaire
1 & 2. Région strictement stationnaire

3, Région explosive

beta

Région 1: non-persistance en moyenne ;
Région 2: persistance en moyenne, non-persistance trajectorire par trajectoire ;

Région 3 : persistance trajectoire par trajectoire.

Figure 3.5: Régions de persistance et de stationnarité

iv) Critéres de stationnarité
Ces régions ont aussi des interprétations en terme de stationnarité.

Propriété 3.2 : (Voir Nelson [1990])
Le processus (h}, Y;') avec

oo k

hyo=c|l1+) [[(B+eZ) |

k=0 i=1

y* = n'?z,

t
est fortement stationnaire si et seulement si :

ELog[g+aZ}] <0.

La partition entre les trois régions s’interpréte alors de la fagon suivante
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région 1: Y, est fortement stationnaire et son moment d’ordre deux existe ;

région 2: Y, est fortement stationnaire et son moment d’ordre deux n’existe
pas;

région 3: Y, n’est pas fortement stationnaire et le moment d’ordre deux n’existe
pas.

Les processus pour lesquels @ + 8 = 1 sont appelés IGARCH (I comme
intégré). Les queues des lois marginales sont alors suffisamment épaisses pour
empécher I’existence de la variance.

3.3 QUEUES DE DISTRIBUTION

Nous avons vu que pour certaines valeurs des parametres, les variances
conditionnelles pouvaient étre définies sans que la variance marginale existe.
Ceci résulte de I’accroissement des queues de distribution par agrégation tempo-
relle, lorsque la série est conditionnellement hétéroscédastique. Ce phénoméne
est dit leptokurtique, I’importance des queues étant souvent mesurée par 1’in-
termédiaire de la kurtosis, rapport du moment centré d’ordre quatre par le carré
de la variance. Plus la kurtosis est grande, plus les queues sont épaisses, ceci pour
des distributions suffisamment régulieres.

3.3.1 Lien entre Kkurtosis conditionnelle et kurtosis marginale

Considérons un processus (Y;) = (&) conditionnellement centré et con-
ditionnellement hétéroscédastique :

E (e, /(_»:,;l) =0
E (6‘,2/_8,;1) = h,.
La kurtosis conditionnelle est :

E(e!/ea)

Etudions alors le moment marginal d’ordre quatre. Nous avons :

E[B(ef/e)
B [k

Ek Eh? + Cov (k;, h?)

t —

E (¢)
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z Ek(E hr)z + Cov (kh hfz)

= Ek (E€2)” + Cov (ki, h?).

La kurtosis marginale k = (}:3(52'))’ est donc telle que :
e’
h \*
k — E (k;) 2 Cov | &, . 37
E (k) OV|:’(Eh,)i| (3.7

Selon les périodes, ’actif peut étre plus risqué (h, et k, sont alors si-
multanément grands) ou moins risqué (#, etk, sont simultanément petits). On
s’attend a ce que h, et k, soient en liaison plutdt croissante et donc a ce que
Cov (k;, h?) > 0. La kurtosis marginale k est alors supérieure 4 la moyenne des
kurtosis conditionnelles.

Remargue : Lorsque la loi conditionnelle est normale, la kurtosis conditionnelle
k; est une constante égale a 3 et I'inégalité se réduit a k > 3. La loi marginale a
des queues plus épaisses que celles de la loi normale. De plus, on a:

k-3 k—Ek
Ek [ER] — (ER)’]

3Vht

L’écart entre kurtosis marginale et moyenne des kurtosis conditionnelles
est directement lié a la variabilité des volatilités k. En particulier k = 3 si et
seulement si Vh, = 0, c’est-a-dire si et seulement si la variance conditionnelle
est constante (cas conditionnellement homoscédastique).

3.3.2 Kurtosis et choix de ’unité de temps

Les résultats précédents peuvent étre généralisés de la fagon suivante. Con-
sidérons un processus (Y;) = (&) conditionnellement centré et hétéroscédasti-
que. Si nous retenons une unité de temps H a valeurs entiéres, nous pouvons
introduire le processus Y¥) = Y,_y, t € Z, consistant a effectuer les obser-
vations de H en H . Pour chaque unité de temps nous pouvons considérer la
loi conditionnelle de f’,(H) sachant 17,(_11'1) et la kurtosis conditionnelle correspon-
dante k,("). L’étude du paragraphe précédent a simplement consisté a comparer
les kurtosis avec unité H = 1 etunité H = +o00. On peut cependant étudier de
fagon plus précise I’évolution de k) avec I'unité H . Nous menons cette étude
pour un processus ARCH (1) défini par:

Yt =V ap+a Ytz_lgh
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ol (&) est un bruit blanc gaussien centré réduit. Ce processus étant markovien
d’ordre un, il en est de méme des divers processus (f’,(m). Les moments
conditionnels du processus initial sont tels que :

E(Y/Ya) = ao+al?,,
B(Y}/Ym) = (a0 +a¥2,) Es
= 3al + 6aai Y2, + 3a?Y} .
Sous forme matricielle ce systéme s’écrit :

E (12 - ma/¥eo)) [ a0 ][Y,{,—mz]

E(Y,4 —m4/Y,_l) 6apa; 3(112 Y:4—1 —my
3a§ 1 _012

(1—a)*1-3a2

my = et my =

1 —a
sont les moments marginaux d’ordre deux et quatre.

Par itération nous en déduisons :
<E[Y,2—m2/Y,_H]) [ & 0 1|H|:Y12—H_m21|
E[Y} —m4/Yi_y] | 6apa; 3a] Y, —mg
r alH O :| [ Y‘{H ] mz}
LCy 3Ha27 LYY, —my

{Bai — 1 — 18aga}) af’ + 6apa,37ai?}.

avec:
6a0

= 34,1

Cy
Les deux moments conditionnels s’écrivent donc :
E[Y‘Z/YFH] = (l —af")mz +a|HYr2—H
E[Y}/Yi—u] = (1 = 3%al¥)my — cyma+ cy Y2, + 372" Y}
La kurtosis avec unité de temps H :

K E(Y,%/Ye-vyn) ;
[E(Y3/Ye-nn)]

est pour H quelconque généralement non constante (alors qu’elle I’était dans le
paragraphe précédent pour les cas limites H = 1 et H = 400 ). Il est donc
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possible que, pour certaines valeurs de H et certaines trajectoires passées, la
kurtosis augmente.

3.3.3 Normalité conditionnelle et choix de I’unité de temps

La valeur de la kurtosis n’étant pas invariante par changement de 1’unité
de temps, il en est de méme de la condition de normalité conditionnelle. S’il
y a normalité conditionnelle pour des valeurs observées de un en un, cette
normalité conditionnelle n’est plus satisfaite pour des valeurs observées de H
en H [H # 1] dés qu’il y a hétéroscédasticité conditionnelle.

Ceci conduit a se poser la question suivante : supposons que nous dispo-
sions d’observations (17,) pour lesquelles la kurtosis est nettement supérieure a
3, existe-t-il une unité de temps sous-jacente, plus petite que un et pour laquelle on
pourrait faire I’hypothése de normalité conditionnelle ? On ne peut évidemment
répondre a une telle question que dans le cadre d’un modele plus précis, par
exemple en supposant que :

f, =7 =Y,

ot le processus (Y;) sous-jacent admettrait une formulation ARCH(1), condition-
nellement gaussienne. Comment pourrait-on alors déterminer la valeur H ? Une
démarche pragmatique serait basée sur les formes des moments conditionnels et
les régressions suivantes :

a) Effectuer larégression de Y,2 sur 1, Y,z_l , ce qui fournit des coefficients
estimés :
52,4 ~ 52
Y' ~Q +C¥2Yt_].
b) Effectuer la régression de Y} sur 1,Y2 ,Y* , ce qui fournit des
coefficients estimés :

Ay 52}7,2_1 + BT
¢) Sile modele supposé est valable, on devrait alors d’apres (3.8) avoir :

~ H 5 H_2H
azzal,ﬁ323 a,

H~ Logﬁ3 - 2]0g&2
- Log3

Cette démarche est essentiellement descriptive. Cependant elle al’avantage
de montrer que pour I’étude de modeles conditionnellement hétéroscédastiques
ne considérer que la dynamique des moments d’ordre deux est vraisemblablement
trop restrictif. Une analyse méme simple de la dynamique des moments d’ordre
supérieur, ici quatre, peut aussi se révéler informative.



CHAPITRE 4

ESTIMATION, PREVISION ET TESTS
Modeéles univariés

par

Christian GOURIEROUX

Les modeles introduits dans le chapitre précédent reposent sur des formu-
lations des moyennes et variances conditionnelles.

En pratique celles-ci sont souvent paramétrées de fagon que la moyenne
conditionnelle m, (8) etla variance conditionnelle 4, (@) apparaissent comme des
fonctions de parametres inconnus et de valeurs passées du processus. La connais-
sance de ces moments ne suffit cependant pas sans hypothése supplémentaire a
caractériser la loi conditionnelle du processus. Les méthodes d’estimation semi-
paramétriques utilisées en pratique sont essentiellement de trois types:

e méthode du pseudo-maximum de vraisemblance, reposant sur une fonction
critére déduite de la loi normale,

e méthode en deux étapes utilisant certaines spécificités des formulations
retenues pour les moments conditionnels,

e méthode par variables instrumentales.

Diverses procédures de test peuvent alors étre associées a ces méthodes
d’estimation et serviront notamment pour étudier les hypothéses d’homoscédas-
ticité conditionnelle ou de marche aléatoire.

La fin du chapitre est consacrée a une présentation de démarches de type
non paramétrique.
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4.1 ESTIMATION LORSQUE LES MOMENTS SONT
PARAMETRES

Dans tout ce chapitre nous indexons par o les espérances et variances
calculées par rapport a la vraie loi du processus, et supposons celui-ci fortement
stationnaire. Les spécifications des moyennes et variances conditionnelles sont :

E(N/Ya) = m@).

V(t/ta) = b

ol 6y est la vraie valeur inconnue du parametre § appartenant a2 ® inclus dans
R¥. Nous serons amenés 2 introduire les processus conditionnellement centrés,

réduits :
Y, —m;(0)

he(9)'/2
et en particulier celui correspondant a la vraie valeur 6y du parameétre :

u(8) =

ur = u; (6).
Ce processus est tel que :
E (w/¥er) = o

v(w/fia) = 1.

Nous notons :

M ®) =E (4 (6)*/Y,o1)

Ki(0) =E (1(0)*/Y,o1)

les moments d’ordre supérieur.

4.1.1 Méthodes du pseudo-maximum de vraisemblance

Dans cette approche, on recherche un estimateur de 6 par une méthode
du maximum de vraisemblance appliquée comme si le processus (u,) était un
bruit blanc gaussien réduit. On montre alors que cette erreur de spécification
éventuelle sur la loi du processus (#;) n’a pas de conséquence sur les propriétés
de convergence de I’estimateur, mais qu’il est seulement nécessaire d’effectuer
une correction au niveau de 1’évaluation de la précision asymptotique. De facon a
ne pas compliquer la présentation et parce que les résultats ne sont pas spécifiques
des modéles ARCH, nous n’insistons ni sur les démonstrations des propriétés
asymptotiques, ni sur les conditions de régularité sous lesquelles elles sont valides
(voir White [1982], Gourieroux, Monfort et Trognon [1984]).
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Ces conditions de régularité sont toujours de trois types :
1. des conditions de stationnarité forte et de mélangeance du processus (Y;),

2. des conditions d’existence des dérivées et des moments apparaissant dans
les diverses formules,

3. des conditions d’identifiabilité du parameétre 6, qui doit pouvoir étre re-
trouvé sans ambiguité a partir des deux premiers moments conditionnels.

Définition 4.1

L’estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance 6r du parametre 6 est une
solution du probleme :

IZ/IE%X Log L+ (8)
avec:

Y, 9))?2
Log Lt(8) = — Logzn - ZLog h6) - 3 Z (tAh’(n(;)(l

t=1

Cet estimateur est en pratique recherché en résolvant les conditions du

premier ordre :
d LOg Lr ‘ éT )

a0
Nous avons :
dLogLr(6) i 8h(6) Z [Y, — m,(6))” 8h,(0)
30 2% m06) 9 *2 ~  h(6)? 39
T
Y —m:(0) 3m,(9)
4.1
+; h,(0) a6 @D
Introduisant les résidus centrés, réduits :
n A Y, — mr(éT)
= = 42
U, u, (OT) hr(9r)'/2 ’ ( )

la condition du premier ordre s’écrit :

T

Z/1,(97) 36 ‘<0’) af—1) Z

=1 =1

a'"’ (ér) Q=0 (43)
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Elle apparait comme une condition d’orthogonalité entre les résidus d’ ordre
un #, et d’ordre deux 12,2 — 1 avec certains régresseurs (estimés)

Lm0y, (é)
h@Gr)'72 86 T h(Bryae \T

respectivement.

Propriété 4.1
Sous les conditions de régularité :

1. Il existe une solution 81 qui converge vers la vraie valeur 6.

2. L’estimateur est asymptotiquement normal :

VT (ér — ) ol o s 1,
avec

J = E [azLogE, (Y;OO):I,
0

8606’
I = B dLogé, (Y;6y) dLog¥; (Y;6p)
T9 36 FYL ’

ou £, estle t*® terme de la vraisemblance.

La méthode du pseudo-maximum de vraisemblance reposant sur une dis-
tribution, la distribution normale, éventuellement mal spécifiée, les deux expres-
sions usuelles / et J de la matrice d’information ne sont en général pas égales.
Elles peuvent étre explicitées dans notre cas particulier. Un calcul simple donne :

1 dm, (o) 9m, (6o) 1 3h (6o) dh; (6o)
o | h (B)) 96 96’ 2h, (8)°> 86 0 |’

1 1 8k (8) dh: (o)
1 = - —1
%[4;;,(90)2 20 ap K@) =1l
1 dm, (6o) dm, (6)
h (6 90 o6’
1 oh; (60) dm; (6p) , dm, (6o) Ok, (Bo)
M3 (60)} .
*on, (90)3/2[ 0 0 T a8 oo 3 (%)

Ces matrices sont en pratique approchées en remplagant les espérances par
les moyennes empiriques sur observations et la vraie valeur 6y par son estimateur
or.
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4.1.2 Exemples

Les formules donnant les précisions asymptotiques des estimateurs du
pseudo-maximum de vraisemblance peuvent se simplifier pour certains modeéles
particuliers.

i) Modéles conditionnellement normaux

Si les variables u, suivent effectivement des lois normales, la méthode
coincide avec la maximum de vraisemblance. On a K, (6y) = 3, M3, (6y) = 0,
et on vérifie directement que I = J et

Vas [ﬁ(éT — 90)] = =g

ii)  Paramétrages indépendants de la moyenne et de la variance

Un autre cas simple est celui oii le paramétre 6 peut se décomposer en

-(3)

a n’apparaissant que dans la moyenne et 8 que dans la variance :

m(8) = m(a),
h, (6)

h,(B) (avec un abus de notation).

Nous avons alors :

1 dm (o) dm, (@)
,_ Ig'[h,(ﬂo) da B ] 0
- 0 [ 1 3kt (Bo) 3ht(,30):|
E
o L2h(Bo? 38 op'
E[ 1 am, (@) 9m (o)
p o h(By) O da’ ]

E [ 1 dhy (Bo) dm, (o)
0

NIy P Ms, (90):|

[ 1 om, (o) dh; (Bo)
0 [2h,(Bo)¥? O« ap’

1 3k (Bo) 3 (Bo)
[4hr(50)2 9B ap’ (K: (90)—1)]

M3, (90)]

E
0
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A

Nous en déduisons que les deux estimateurs &r, Br sont asymptotique-
ment corrélés des que la loi conditionnelle des erreurs présente certaines pro-
priétés d’asymétrie. Les matrices de variance-covariance asymptotiques des es-
timateurs sont :

3 B 1 dm (o) dmy (o) ]
V’”(ﬁ(“““"))_{lg[hr(ﬁo) ba oo } ’

et

Vos (VT (Br = o)) = [g[zh, (lﬂo)2 ah;i;ﬂO) ahég'%)] )

; [ 1 3k, (Bo) 3h: (o)

4h, (B 9B op [K‘(e")_”}

[E [ 1 8k, (Bo) Ok, (ﬂo)“"
0 L2k (Bo)* 8B 3p’ '

Plus les queues de distributions conditionnelles sont épaisses (au sens
kurtosis grande), moins les estimateurs des paramétres figurant dans la variance
conditionnelle sont précis.

iii) Modéle de régression avec erreurs ARCH gaussiennes

Dans le cas conditionnellement gaussien, la loi conditionnelle est symétri-
que et, si le paramétre se décompose en :

-(3)

oll o n’apparait que dans la moyenne conditionnelle et 8 que dans la va-
riance conditionnelle, les deux estimateurs &r et ﬁr sont asymptotiquement
indépendants. Cette indépendance n’a a priori plus de raison d’étre satisfaite si
certains parameétres figurent simultanément dans les deux moments. Nous allons
cependant voir qu’elle peut continuer a 1’étre dans certains cas particuliers.

Considérons un modele de régression avec erreurs ARCH :

Y, =X;b+eg,

E(e/tio X)) = 0,

V(S;/h,z(_,) = C+alé‘,2_1+...+apet2_p,
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et ou X, est fonction du passé de Y.

Nous avons § = (V',c,ay, ..., ap)', et:
m:©) = X;b,

P
h(®) = c+ Y ael
j=1

4
= c+Za]~ (Y,_j—X‘-_jb)z.
. =

Il y a deux types de parametres :
@ = b,

B = (;);

le premier groupe apparait a la fois dans la moyenne et dans la variance alors que
le second groupe est spécifique de la variance.

La matrice de variance-covariance asymptotique de I’estimateur est :

‘%T_a — 71 = me Jaﬂ:l—l
V”[ﬁ(ﬂr—ﬂﬂ ! [Jﬂa Jgg ]

avec:
1
2
1 &1 P
Jﬂu = — Ig ﬁ . Zajx,_js,_j
t j=1
2
8t—p

La fonction sous I’espérance étant antisymétrique dans chacune de com-
posantes &_j, j = 1, ..., p,on voit facilement que dans le cas de la normalité
Jge estnul et &r, fr sont asymptotiquement indépendants.

4.1.3 Méthode en deux étapes

Dans le cas d’un modele de régression avec erreurs ARCH, il existe une
démarche d’estimation en deux étapes utilisant explicitement les formes linéaires
dans les parametres des moments d’ordre 1 et 2. L’idée est la suivante :

1. On considére le moment d’ordre un et le modele linéaire associé :
Y[ = X[b + &t

On peut alors régresser par moindres carrés ordinaires Y; sur X,, ce qui
fournit un estimateur convergent by de b. Cet estimateur n’est générale-
ment pas efficace, puisqu’il ne prend pas en compte 1’hétéroscédasticité
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des erreurs. De cet estimateur, nous déduisons des résidus par moindres
carrés ordinaires & = Y, — X,br.

. On considere alors le modele associé au moment conditionnel d’ordre

deux :
E (SZ/Y,_I) =c+ alsf_l +..+ aps,z_p,

c’est-a-dire :

2 2 2
& =ctaig_ +..+aps_, + o,

avec E (a),/Y,_l) =0.
Comme les carrés des erreurs sont inconnus, on ne peut effectuer une
régression par moindres carrés ordinaires qu’apres avoir remplacé ces er-

reurs par les résidus associés. On note ¢r,dir, ..., dprles estimateurs
obtenus en régressant &2 sur 1,82 |,..., & , - Ces estimateurs sont con-
vergents de c,ay, ..., ap.

. La démarche peut étre améliorée en prenant en compte le phénoméne

d’hétéroscédasticité. Ainsi nous déduisons de I’estimation de seconde
étape des approximations des volatilités h, = ¢r+air&- | +...4+@pré~ -
On peut alors réestimer b en régressant Y, sur X, avec les poids 1 Jhy.

On obtient des estimateurs br de type moindres carrés quasi-généralisés,
préférables aux estimateurs initiaux br.

. De méme, sous I’hypotheése de normalité conditionnelle le terme d’erreur

w; du modele linéaire d’ordre deux est conditionnellement hétéroscédas-
tique, de variance conditionnelle :

v (/Y1) =2 6.

On peut donc remplacer les estimateurs ¢r, ar par des estimateurs des

moindres carrés quasi-généralisés obtenus en régressant &> sur 1, & |,

. E,Z_p avec les poids 1/A2.

Nous notons ¢ 7, ar les estimateurs obtenus.

4.1.4 Comparaison des deux approches

i)

Les modeles ARCH-M

I1 faut d’abord noter que si ’approche par pseudo-maximum de vraisem-

blance est valable de fagon générale, la démarche en deux étapes ne peut étre
utilisée que pour des modeles particuliers. Ainsi si la volatilité intervenait parmi
les variables explicatives, par exemple si :

Yr =X1b+hfb*+6h
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’'une des variables explicatives &, serait inobservable. La régression de premiere
étape ne pourrait étre menée qu’apres avoir remplacé A, par une approximation
h; , ¢’est-a-dire aprés avoir effectué I’estimation de deuxiéme étape. Ainsi dans
le cas des modeles ARCH-M, on ne peut estimer de fagon séquentielle les
parametres b, b* et les paramétres c, a.

ii)  Efficacité relative

Dans le cas favorable de modeles de régression avec erreur ARCH (ou
GARCH) les deux approches peuvent étre utilisées. La démarche en deux étapes
est la plus simple, mais peut se révéler peu efficace.

Ainsi pour le modele :

Yt=b+8/,

E (a, /h) =0, 4.4)

\Y4 (8,/)’,_1) =c+ ale,z_l + ...+ a,,a,z_p,

il est possible d’établir le résultat suivant.

Propriété 4.2 (Engle [1982], Gourieroux [1992] chap. IV):

Pour le modéle (4.4) avec erreurs conditionnellement gaussiennes :

1. Destimateur ct,ar estasymptotiquement efficace ;

=

~ =Y Y
2. les estimateurs (CT, a;—) et bt sont asymptotiquement indépendants ;

3. lestimateur bt n’est pas asymptotiquement efficace.

De plus cette perte d’efficacité peut étre précisée en examinant I’efficacité
asymptotique relative :

On peut vérifier que cette quantité tend vers I'infini, lorsque les vraies
valeurs des parametres sont telles que a; + ... +a, tende vers un. Ainsi il y aune
tres importante perte de précision au voisinage de I’absence de stationnarité faible,
cas limite qui est comme nous 1’avons vu fréquemment rencontré en pratique.
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4.1.5 Méthode des moments généralisés

Le modele hétéroscédastique est en fait défini par I’intermédiaire de con-
ditions d’orthogonalité. Les contraintes :

E (/Y] = mi @),
v [Hist] =i @),
sont en effet équivalentes a:
E[Yi/Yimt | = m 00,

E [Y,"’/Y,_l] = h, (60) + m; (60)? .
E | ¥/

Elles peuvent alors s’écrire :
E (2t —mi @) =0,

E (2 (7 = i G0) = my 90)%)) = O,

pour toute variable Z, (de carré intégrable) fonction des valeurs passées de Y.
Une telle variable Z, est appelée variable instrumentale ou instrument.

Notons
Y = m®)
p (¥, 0) = |:Y;2 — h(6) _m'(e)z] ’

et introduisons une matrice Z, de variables instrumentales, de taille (k,2) ol
k désigne le nombre de parametres figurant dans 6. Nous avons les conditions
d’orthogonalité :

}g [Z:p (Y:,60)] = 0.

On peut alors estimer la vraie valeur inconnue 6, en cherchant une solution
de la condition d’orthogonalité approchée :

T -~
; Zip (Y,, BT(Z)) = 0. (4.5)

Le systeme ayant autant d’équations que d’inconnues permet en général
une résolution non ambigiie. La solution obtenue est dite estimateur a variables
instrumentales. Son expression et ses propriétés asymptotiques dépendent des
instruments (Z,) retenus. Sous des conditions de régularité usuelles (voir Hansen
[1982], Chamberlain [1987], Newey [1989]), on montre que 1’estimateur 67(Z)
est convergent, asymptotiquement normal, et de matrice de variance-covariance
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asymptotique donnée par:
. 1
[ 89/ (theo)] ll;n}), [ﬁzztp (Ylv 90)]

ap! ~1
B[ 2]

-1
A(Z)

-1
B E[ 36" (Y"“’O)] B [Zp (¥, 60) p (Y., 60 Z;]

ap’ -1
— (1,60 Z; |
]g I:ae ( t 0) 1]
en utilisant le fait que :
E [o (160 /¥ | =0
0 ol il §

et que Z; est fonction du passé de Y . Cette matrice peut encore s’écrire :
-1
AZ) = E[Zz ( (Y;,go)/Yx l)]

E (z, E [0 (Y., 60) o (¥, 600 /Yic Z,’) 4.6)
0 0

ap’ -
— (Y:, Y, ! .
Ig[lg(ae(tgo)/tl)zt:l

Parmi cette classe d’estimateurs & variables intrumentales, on vérifie faci-
lement que le choix

a 14
z; =g [£ (¥;, 60) /5__1] v o (60 /¥ @4.7)

conduit a un estimateur asymptotiquement préférable a tous les autres. Un tel
estimateur est dit des moments généralisés. Sa précision asymptotique vaut :

ap’ -1
Az = {lg (% (th90)/fr;1)\0/(0(yu90)/b)

3p -1
(39, (Y, 60) /Y 1>} ,

etest’inverse de la borne d’efficacité semi- paramétrique associée aux conditions
de moments

(4.8)

E [p (Y,, 60) /Y,_,] =0 (Chamberlain [1987]).
C Yo
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En pratique évidemment les instruments optimaux Z; dépendent des vraies lois
inconnues et doivent étre remplacés par des approximations convergentes afin de
permettre le calcul d’un estimateur de type moment généralisé.

Dans notre cas particulier, nous avons:

am,
~ 59 0

[30, (Y:,60) /Y, 1] = )

_6—0’ (6o) — 2m, (90) vy % (60)

v [p (.60 Y]
(ylwra]  cpr[nrma]
\ C(())v [Y,, Ytz/b] \0/- [Yzz/h]

[ BG0)  hy(B0)* M, (Bo) + 2m, (8) b2 (o)

= h2 (60) K (60) + 4m? (65) h2 (60)
+4m, (60) h,"* (60) M3, (60)

4.2 PREVISION
4.2.1 Forme des intervalles de prévision

Considérons un modele ARMA avec erreurs GARCH conditionnellement
gaussiennes :
O(L)YY, = O(L)g,

ol & /&1 ~ N (0, hy),

P q
h, =c+ Za,-s,z_,- + ijh,_j.
i=1 j=1

Un tel modele peut étre analysé de deux fagons différentes :

1. On peut dans un premier temps appliquer les procédures classiques d’es-
timation et d’analyse des processus ARMA, c’est-a-dire faire comme si
les données étaient conditionnellement homoscédastiques. Les estimateurs
des coefficients des polyndmes & et ©, qui ne sont autres que les estima-
teurs de premicre étape de la méthode en deux étapes décrite en 4.1. sont
convergents. Les prévisions & horizon 1 des Y;, c’est-a-dire les variables
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.| ew
[ O
(L)
sont asymptotiquement sans biais. Dans cette démarche, la variabilité est

estimée par :
1T

N2 1 &
"2=7 Y_Y — “2,
o TZ(r r) T;E:

et des intervalles de prévisions sont :
[f’,izc}]

(en négligeant I’effet d’estimation de ¢ et ©).

2 n’est autre qu’une estimation convergente de :

B[r - (nma)] = eg|[v—E(nre)] ha

= E V(Yr/h)

= E hy,

6

c’est-a-dire de la valeur moyenne de la volatilité. Elle est en particulier
indépendante de la date t de prévision, de sorte que tous les intervalles de
prévision ont la méme largeur.

2. Dans un deuxieéme temps, on peut tenir compte du modele d’évolution de la
volatilité et appliquer les procédures d’estimation spécifiques aux modeles
ARCH. Si ®, © désignent les estimateurs des polyndmes autorégressif et
moyenne mobile, les prévisions a horizon 1 des Y;, données par:

sont asymptotiquement sans biais. Les intervalles de prévision sont main-
tenant calculés par :
[P, +24],

ol h, est I’estimation de la volatilité de la date ¢. La largeur de ces
intervalles dépend maintenant de la date ¢ considérée.

4.2.2 Un exemple

A titre d’illustration, nous considérons I’analyse du taux d’inflation améri-
cain m; sur données trimestrielles de 1948.2 a 1983.4, soit un total de 143
observations (voir Engle-Kraft [1983] et Bollerslev [1986]).
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1. L'utilisation des approches standards de séries temporelles conduital’iden-
tification du modele :

13 = 0240 + 0552 7[1—1+ 0177 T['._2+ 0232 T3
(3.00) (6.65) (1.99) (2.58)
—0.209 -4 + &,
< (2.61) (4.9)
hy = 0.282,
(8.29)

et a des prévisions et intervalles de prévision décrits dans la figure 4.1 :

/\‘
4 J\
! N A
- / A
2 ! } : - . S \/\\\/.[ v ~\‘\/ﬂ \\,-
1 ; [ TN h) { -
ASNAY A‘J W as N M
i v vy W v J]
fuogar Y ) /
A M 2N
g i My .
\/ V‘\#\W\ﬁ TN N

- A ! N\

” e ay ML v .
{ /J “‘,/\“ e W

VRS Vi by < T

-2

-4 |

| | 1
1948 1953

1958 1963 1968

1 | _ |
1973 1978 1983 1988

Figure 4.1: Intervalles de prévision pour I'estimation ARMA

2. L’utilisation d’un modéle ARMA-GARCH permet de mettre en évidence
un effet d’hétéroscédasticité. La spécification estimée est :

(
m = 0.141 + 0433 m,_ 1+ 0.229 7, o+ 0.349 7,3
(2.35) (5.34) (2.08) (4.53)
—0.162 ,_4 + &, (4.10)
( 1.56)
h, = 0.007 +0.135 &>+ 0.829 h,_,.
(L17) (1.93)

(12.19)

Les intervalles de prévision sont de largeur plus grande au moment ot les
prévisions sont plus variables (voir figure 4.2).
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l | ] L 1 | | |
1948 1953 1958 1963 1968 1973 1978 1983 1988

L

Figure 4.2: Intervalles de prévision pour I'estimation ARMA-GARCH

On notera que
(a) les centres des intervalles de prévision sont approximativement les
mémes avec les deux approches ;

(b) la valeur moyenne de la volatilité pour le modéle ARMA-GARCH
vaut :

_ 0.007
T 1-0.135-0.829

et est non significativement différente de la valeur 0.282 déduite de la
démarche standard ;

Eh,

=0.195,

(c) les coefficients résumant la dynamique de la volatilité sont tels que :
0.135 + 0.829 = 0.964.

La somme est proche de la valeur limite 1 correspondant a la non-
existence des moments d’ordre deux.

4.2.3 Volatilité et stratégies d’intervention

Une justification usuelle des modeles ARMA est la possibilité d’obtenir
des prévisions sans biais de toute fonction linéaire des observations (Y;), méme
si ces prévisions ne sont pas forcément trés précises. Cette propriété importante
se révele cependant insuffisante pour les applications financiéres, ou la notion
de risque doit étre prise en compte. Or ce risque est lié a la volatilité, donc
a la prévision d’une fonction quadratique des observations. Dans I’exemple
précédent, nous avons vu des différences significatives pour la construction des
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intervalles de prévision, selon la démarche ARMA ou ARMA-GARCH utilisée.
Ces différences ont des conséquences importantes au niveau financier, comme
nous allons le voir & partir d’une stratégie simple d’intervention sur le marché.

Nous considérons un investisseur constituant son portefeuille a partir d’un
actif sans risque et d’un actif risqué. Nous supposons que I’actif sans risque
a un rendement fixe r; indépendant du temps. L’actif risqué a un rendement r,
aléatoire pour lequel on dispose d’un intervalle de prévision & horizon 1 [f, izﬁ,] .
Une stratégie simple d’achat et de vente est alors la suivante :

e L’investisseur disposant dans son portefeuille d’actif sans risque I’échange
contre de I’actif risqué, a la premiére date pour laquelle :

f,—2ﬁ, er.

e L’investisseur disposant dans son portefeuille d’actif risqué 1’échange con-
tre de I’actif sans risque a la premiére date pour laquelle :

;l —2};; grf

A chaque date le portefeuille est homogene, comprenant soit uniquement
de I’actif risqué, soit uniquement de I’ actif sans risque. De fagon claire la stratégie
d’intervention et le gain financier résultant de cette stratégie dépendent beaucoup
de la fagon de déterminer les intervalles de prévision. Nous décrivons ci-dessous
une telle stratégie, ou les instants d’achat (A) et de vente (V) sont indiqués pour
le modele hétéroscédastique.

A

<
N

4
/

\

— — — modeéle ARMA —— modéle ARMA-GARCH !

Figure 4.3
Stratégies d'intervention fondées sur un modéle ARMA
et sur un modéle ARMA-GARCH

4.3 TESTS D’HYPOTHESES

Des procédures de test peuvent étre développées selon les approches
usuelles a partir des méthodes d’estimation décrites en 4.1. Dans cette section-ci
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nous n’insisterons pas sur cet aspect. Nous allons plutdt étudier de fagon détaillée
deux types d’hypothéses importantes pour les applications financieres :

1. L’hypothese de «marche aléatoire », qui porte sur la forme du moment
conditionnel d’ordre un, mais dont I’analyse doit &tre modifiée en présence
d’hétéroscédasticité conditionnelle ;

2. L’hypothese d’homoscédasticité conditionnelle, qui porte sur le moment
conditionnel d’ordre deux et dont le test devrait précéder tout passage
d’un modele ARMA standard a un modele plus complexe de type ARMA-
GARCH.

4.3.1 Hypothése de marche aléatoire

i) Importance de ’hypothése en finance

La propriété de marche aléatoire (ou de martingale) s’introduit naturelle-
ment et pour des raisons assez diverses dans I’analyse des données financiéres.
Nous décrivons ci-dessous certains des arguments classiques.

a) Argument d’absence d’opportunité d’arbitrage

Considérons deux actifs : I’'un non risqué, de rendement fixe déterministe
r¢, 'autre risqué de rendement aléatoire r;. Soit P, le prix de I’actif risqué a la
date t. Nous avons :

Por =P (A +rq) ... A+ r47).
Supposons que la suite des prix soit telle que :

VT,E [Pr+T/Pr+T—l] > (14 r) Pyt

c’est-a-dire que la suite corrigée du rendement de I’actif non risqué

[Par/ (14 7)]

constitue une sous-martingale. Un investisseur conservant pendant un temps T
tres long de Iactif risqué ferait un gain positif certain par rapport 4 un investisseur
conservant pendant un temps T tres long de I’actif sans risque. Des investisseurs
employant des stratégies de ce type sont alors conduits a ne retenir que de I’actif
risqué ; s’il n’y a que de tels investisseurs sur le marché, il n’y aura plus de
demande d’actif non risqué et le marché de celui-ci disparaitra.

Un raisonnement symétrique conduit a rejeter la possibilité que le proces-
sus constitue une surmartingale

VT,E [Pt+T/Pt+T—l] < (1 +rf) Pryror.
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Ceci conduit 2 faire jouer un rdle particulier a la condition limite :
VT,E [P1+T/P1+T—1] = (1+rf) Pryr-1.

On notera cependant :

e que tout processus pour lequel
E [Pt+T/Pt+T—1] > (14rf) Pryr—

pour certaines valeurs de T, et

E [P:+T/Pt+T—1] < (L477) Pyt

pour d’autres, serait compatible avec une absence d’opportunité d’arbitrage
fondée sur des stratégies longues,

e que les investisseurs peuvent avoir des stratégies plus complexes, dans
lesquelles 1’aspect risque est plus important,

e qu’il est alors naturel qu’existe une prime de risque, c’est-a-dire que :
E [P1+T/Pt+T—l] > (L +rf) Ppr-1.

b) Argument de comportement des intervenants
Cet argument est du type suivant : si un investisseur pense que E[Pry7/P;]

. - N y N o
est « sensiblement supérieur»a (1 +r5)" P;, il aura tendance a acheter de Iactif
risqué a la date ¢ ; il y aura alors accroissement a cette date de la demande de cet
actif, donc augmentation du prix P, et diminution de I’écart

E[P;+T/£I_[l+rf]TP;.

Par leurs interventions les investisseurs ont tendance a rapprocher I’évo-
lution des prix corrigés du sans risque de celle d’une martingale.

¢) Argument descriptif

En conséquence, on s’attend & voir approximativement satisfaite cette
propriété de martingale pour les marchés tres liquides, ou de grandes quantités
sont réguliérement échangées. Les tests usuels de marche aléatoire appliqués a de
telles données semblent confirmer partiellement ce phénomeéne. On prendra garde
cependant que ces tests souvent effectués sans tenir compte de 1’ hétéroscédasticité
conditionnelle peuvent étre biaisés, que les résultats des tests peuvent dépendre
sensiblement du mode de calcul du rendement (fagon d’intégrer les dividendes, les
taux d’imposition, les conséquences d’attribution d’actions gratuites, les effets de
week-end), de la définition retenue pour I’ actif (nous renvoyons ici a1’exemple du
chapitre 3 concernant I’indice de marché), de 1’unité de temps retenue (données
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journalieres, hebdomadaires, mensuelles), que I’hypothése n’a de chances d’étre
satisfaite que pour des marchés constamment trés liquides, ce qui élimine les
titres ol apparait a un moment donné un investisseur prépondérant (titres ayant
été nationalisés, ou soumis a OPA).

d) Argument d’équilibre
L’écriture de modeles d’équilibre fixant les évolutions de prix et de quan-
tités (voir chapitre 7 ) montrent que 1’écart :

E [P;+T/Pt+r—|] — (1 +rf) Py

est fonction du risque et de I’'importance que les investisseurs attribuent a ce ris-
que. Dans le cas limite, ou ces investisseurs n’ont pas peur du risque (neutralité
vis-a-vis du risque), cette différence doit étre nulle a I’équilibre et donc 1’hy-
pothése de martingale étre satisfaite. Cette interprétation est plus intéressante car
elle montre que plus que I’hypothese de martingale, c’est I'importance de 1’écart
a cette hypothese dont il sera utile d’étudier I’ évolution et en particulier de la lier
a celle du risque.

e) Argument de valorisation

Dans le cas général, on peut établir en invoquant des arguments d’arbitrage
que les prix des divers actifs peuvent étre exprimés en fonction des prix d’actifs
de base que sont les actifs contingents : brievement un actif contingent est un
actif qui donne un franc en ¢ + T, si certaines conditions se réalisent. De cette
interprétation on déduit que les prix des actifs constituent des martingales
condition de raisonner avec une loi de probabilité modifiée prenant en compte la
loi initiale et I’évolution de ces prix d’actifs contingents. Tester I’hypothese de
marche aléatoire revient alors a tester s’il est ou non nécessaire d’effectuer un
changement de loi de probabilité. Ce point est crucial pour valoriser de nouveaux
actifs, en particulier des options plus ou moins exotiques.

ii)  La procédure de test classique

L’analyse est en pratique effectuée directement sur les rendements, et non
sur les prix, de sorte que 1’hypothése de marche aléatoire qui du point de vue
financier porte sur les prix (ou les logarithmes des prix) se raméne 4 une hypothése
de bruit blanc sur les rendements. Notons (Y;) = (&) cette série. La procédure
standard est le test portmanteau. Celui-ci consiste a calculer les autocorrélations :

T—h T
A 2
prihy =7 erex_h/ > e,
=1 =1
puis a déterminer la statistique portmanteau :

On=TY pr() @.11)

M=

E
Il
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Si (¥:) = (&) est un bruit blanc indépendant, on établit que la statistique
Q y suit asymptotiquement une loi dukhi-deux 2 H degrésdeliberté. Si X925% (H)
désigne le quantile 3 95 % de cette loi, le test consiste :

a accepter I’hypothése de bruit blanc, si
On < x&5q(H), 4.12)
a la refuser sinon.
Nous donnons ci- dessous les résultats de tels tests effectués sur séries

américaines, période Janvier 1966-Décembre 1976 (Taylor [1986]). H est égal
a 10 et la valeur critique est 18.31.

Tableau 4.1: Test de bruit blanc

Série Valeur de la statistsique
Bon du Trésor 11.39
Taux de change DM/$ a 6 mois 29.76
BI€ a 12 mois 15.51
BI¢ a 6 mois 22.04
BIé a 3 mois 27.15
Or 29.31
General Motors 25.89
Kodak 19.91
Dupont 52.04

iii) Test portmanteau corrigé

La forme retenue de la statistique Q y et celle de sa loi asymptotique repo-
sent sur'I’hypothese d’indépendance du bruit blanc. Lorsque le bruit blanc n’est
pas indépendant, notamment lorsqu’il présente de 1’hétéroscédasticité condition-
nelle, la procédure précédente est biaisée. Nous allons expliquer comment corri-
ger la statistique portmanteau. Rappelons que dans le cas standard, la procédure
portmanteau est équivalente a un test du multiplicateur de Lagrange de I’hy-
pothése :

Hy={a, =..=ay =0},

dans la représentation autorégressive :

8,=a18y—]+...+aH£t_H+u, t = l,...,T—H.
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C’est sous cette forme que nous allons construire la statistique de test. Les
estimateurs des moindres carrés ordinaires des coefficients autorégressifs sont :

n 2 ° -1
a Xeg, e LE_1E&—H Teg
an SE 18—l Te? T8 n
2 -1 N
Y&, o LE_1E-H yr(1)
= : : T : )
2 A
TE_18—H . Ze_y yr(H)

ou pr(h) est I’autocovariance empirique d’ordre k.

Si nous tenons compte de I’hétéroscédasticité conditionnelle éventuelle,
nous avons sous |’hypothése nulle :

yr(1) oi
oi
JT| @ | — N[0, Ql,
yr(H)
ol la matrice de variance asymptotique se déduit directement de celle de 1’esti-
mateur m.c.o. en présence d’hétéroscédasticité. Cette matrice est donnée par :

| T=h &r-1
Q = T‘L“;or_h,; N 7] AR
Ei-H
e
= E hy(&-1, .., &1—H]
LE_H J
M &—1 7]
= Y| ¢ |E(Hem) @t nein)
LE—_H
[ &—1 7]
= E N o RPN
LE—y J

Cette matrice est estimée de fagcon convergente par:

| T=H €r-1
Qr=,_y Z N -8 TR (4.13)

1=1
Er—H

La statistique portmanteau modifiée pour tenir compte de 1'hétéroscédasti-
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cité est : R
! pr(1)

Ou=T[pr), ... ;r(WO] Q7" | (4.14)
yr(H)
Elle suit asymptotiquement sous 1’hypothése nulle la loi x2(H) et la

procédure de test consiste a accepter cette hypothese si Q H < xgzs%(H ), a
la refuser sinon.

Comparée a la statistique initiale Q g, la nouvelle statistique attribue des
poids différents aux périodes de forte volatilité [h, ou & grand] et de petite
volatilité [h, ou &7 petit] . Il s’agit de la correction de White [1980] usuelle.

Dans le cas particulier conditionnellement homoscédastique, nous avons :

Er—1
Q = E : E(E,z/&_—])(sr—l,-'-,&—ﬁ)
Et—H
€r—1
= E(S,Z)E (&t=1y -es &1—h)
E—H
= y(0)%ld.

La statistique peut étre prise égale a:

Id
Pr(0)?

yr(1)
QH = T[J;T(l)’ wery };T(H)] .
‘ yr(H)

H
A 12
Ty br(hy,
h=1
c’est-a-dire a la statistique portmanteau usuelle.

4.3.2 Test d’homoscédasticité

Considérons un modele de régression avec erreurs hétéroscédastiques.
Nous supposons que les moyenne et variance conditionnelles dépendent de
N ! .
paramétres 6 = (oz’ , Bo, B}) de la fagon suivante :

{m:(G) = m (@),
hi(0) = hi(a, Bo, B1),

et que h; (a, Bo, 0) = h (Bo) .

Ainsi certains paramétres B = (Bo, B;)’ sont spécifiques de la variance
et lorsque les sous-parametres S8; sont nuls le modele est conditionnellement
homoscédastique.

(4.15)
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Exemple :
Considérons ainsi un modele de régression avec erreurs ARCH.

Y, =X:b+s,
E(&/Yi. X)) =0,
v (8:/£, &) =ctaig + ... +aps,.
Nous avons :
h(0) =c+ar (Yo — X102 + .4 a, (Yi—p — X, pb)?,

et la forme précédente est satisfaite avec:

!

a = b,ﬂo =, ﬂ[ = ((11, ...,ap) .
Lorsqu’il y a homoscédasticité, c’est-a-dire sous 1’hypothese
H0= {al =..=4ap =O},

le parametre b n’apparait plus dans I’expression de la variance conditionnelle.

Lorsque le modele est conditionnellement gaussien, le test du multiplica-
teur de Lagrange de 1’hypothése d’homoscédasticité conditionnelle :

Hy={B =0},

conduit 2 employer la démarche intuitive suivante (voir Gourieroux [1992]
chap.IV.D.), fondée sur le développement limité de I’équation de volatilité. Nous
avons:

&2 = hy (o, Bo, B1) + uy,
avec E (u,/ﬁi) =0,V (u,/i,__l) =202 (@, fo, B1) -

Ce modele peut étre approché au voisinage de I’hypotheése nulle Hy =
(Br = 0) par:

ah,
o (@ o OB+
E (ui/uim1) = 0,V (ur/ui1) = 20 (Bo).

e2~h (Bo) +

Il peut aussi I’étre en remplagant les parametres inconnus par leurs esti-
mateurs sous 1I’hypotheése nulle ; introduisons les estimateurs par m.c.o. de o et
Bo. notés respectivement &° et BJ. Ils sont définis par :

& = Argming YO, (Y, — my(@)])?,
W) = LT —m @)
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etnotons : £ = ¥, — m, (&°) les résidus m.c.o. associées. Le modele peut aussi
étre approché par :

8~ (,éo) + gg; (ao, A2, o) B+ us,

E (i /ui1) =0,V (wr/uir) = 20% ().

(4.16)

On établit alors le résultat suivant :

Propriété 4.3

La statistique du multiplicateur de Lagrange de I’hypothése Hy d’homoscédas-
ticité conditionnelle est :

£ =TR?,

ou R? est le coefficient de corrélation multiple dans le modéle homoscédastique
approché (4.16). Cette statistique suit asymptotiquement sous 1’hypothese nulle
une loi du khi-deux avec un nombre de degrés de liberté égal a la dimension du
vecteur Bi.

4.4 DUGENERAL AU SPECIFIQUE
4.4.1 Le principe

Nous avons vu dans le chapitre 3 qu’il existe diverses spécifications pa-
ramétriques possibles pour la dynamique de la volatilité. Choisir a priori I’'une
d’entre elles peut conduire a des erreurs de spécification et a des biais sur
1’évaluation du risque. Une démarche préférable consiste :

1. 2 commencer par spécifier de fagcon adéquate la forme de la moyenne
conditionnelle par les procédures usuelles. On en déduit alors des résidus
£2, de type résidus m.c.o. ;

2. a étudier de fagon non paramétrique la régression de 3,2 sur le passé
&_1 , soit par des approches de type noyau (voir Gallant-Tauchen [1989],
Pagan-Schwert [1989]), soit en utilisant des bases adéquates de fonctions
dépendant du passé ;

3. finalement a retenir une formulation paramétrique compatible avec 1’es-
timation non paramétrique de la volatilité, et a réestimer le modele ainsi
contraint.

4.4.2 Un exemple (voir Gourieroux et Monfort [1992])

Nous utilisons cette approche du général au spécifique pour I’étude des
variations relatives journalieres de l'indice de marché de la bourse de Paris
(CACA40).
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La premiere étape de spécification de la moyenne conditionnelle montre
que celle-ci est approximativement nulle, ce qui est compatible avec I’hypothése
de marche aléatoire pour la valeur de I’indice en logarithme. Nous allons donc
essentiellement considérer la spécification de la dynamique de la volatilité.

i) Asymétrie de la volatilité («leverage effect »)

Nous commengons par chercher une spécification avec deux retards du

type:
Y =h({:1, Yi22) uy,

ol u, est un bruit blanc conditionnellement réduit, et approchons h par I’in-
termédiaire de fonctions étagées :

6 6
Y, ~ [ Bijla, (Yi-1) 14, (Yz—z):| U,
im1 j=1

ol les ensembles Ay, ..., Ag correspondent aux intervalles de la partition définie
par les valeurs limites :

—0.8%, —0.4%, 0%, 0.4%, 0.8%.

Les valeurs estimées B;; i, j = 1, ..., 6 sont décrites ci- dessous.

Figure 4.4: Volatilité estimée
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Cette estimation semble montrer que la forme n’est pas exactement para-
bolique comme ce serait le cas avec une spécification ARCH usuelle, et qu’il y a
une certaine asymétrie des réactions de la volatilité selon que la période corres-
pond & une croissance de I'indice (¥;—; et Y;_, grands) ou a une décroissance de
celui-ci. Ce point est confirmé par le tracé de la fonction donnant les valeurs B;;
(figure 4.5).

2. PR ST S ORGSR (NN TN NN SO (NN T TR (N SR N
-0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8 -0.8

Figure 4.5: Volatilités estimées §;;

ii)  Recherche d’une spécification contrainte

Il nous faut maintenant voir si cette asymétrie demeure, lorsqu’on aug-
mente le nombre de retards. De fagon a €viter une inflation de paramétres, nous
retenons une formulation additive :

3 4
he=bo+ )Y bila (Yi-)
i=1 j=I

oullesensembles Ay, ..., A3 correspondent aux premiers intervalles de la partition
limitée par:
—-0.5%, 0%, 0.5%.

Cette formulation est intuitivement introduite comme approximation de :

he = h(Yim1, Y22, Y23, Yi24)
= h o) +h (Vi) +hs(Yios) + ha (Yiss).
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Les coefficients b;; estimés sont donnés ci-dessous retard par retard (fi-
gure4.6).

0.0005

0.0004

0.0000

| It | 1 | L l L

] ] ! ] L l

-0.006 -0.002 0.002 0.004 0.0060.008

-0.0004

Additive model: lag1, — — lag2, ---- lag3, —-—Ilag4,

Figure 4.6: Coefficients estimées §;;

La figure montre un certain parallelisme des diverses courbes. Ceci incite
a tester I’existence de liaisons entre les parameétres associés aux divers retards.
Le test de I’hypothese nulle :

Ho = [3)\ . b,’j =)»b,'_j_| i = 1,2, 3, j =2, 3, 4]

conduit ainsi a accepter cette hypothése.

On peut alors penser que :

hy 2 hy (Y1) + Ay (Y22) + Rk (Yi23) + A3k (Yisa)
hy (Yoo1) 4 My (Yi22) + A2hy (Y23) + .+ ARy (Y,2,) + -

I

c’est-a-dire que :
h, = )\,1,_1 + h] (Y,_|).

La démarche conduit donc a une formulation GARCH(1,1) linéaire dans le
terme h,_; et non linéaire dans le terme Y,_; du fait du phénomene d’asymétrie.
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iii) Estimation de la spécification partiellement contrainte

L’estimation de la formulation :
hy =Ah_y +hy (Y1),

par une approche de type noyau pour 4, conduit a une fonction A, correspondant
a la courbe en trait plein de la figure 4.7.

0.00034

0.00026

0.00018

[T I T NN S AT U SR N N N G N
-0.03 -0.02-0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

0.00010

Figure 4.7: Influence de Y,_; sur la volatilité

iv)  Estimation d’une formulation GARCH(1,1)

L’estimation directe sur les données d’une spécification GARCH(1,1)
conduit a:
h; =0.792 h, 1+ 0.159 Y2+ 7.7 1075,
(13.2) (3.0) (2.3)

et a une fonction d’influence de Y,_, sur A, de forme parabolique. La comparai-
son de cette courbe avec celle obtenue précédemment permet de préciser I’ effet
d’asyméirie et montre que I’utilisation a priori d’une dynamique quadratique
risque d’entrainer des biais.



CHAPITRE 5

GENERALISATIONS
ET ALTERNATIVES
DE LA MODELISATION ARCH

par

Alain MONFORT

5.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on va d’abord examiner comment la notion de modele
ARCH ou GARCH univarié peut étre généralisée au cas multivarié. On verra
que, pour résoudre les problémes posés par le grand nombre de parameétres, on
est amené a introduire une notion générale de modeles dynamiques a facteurs,
qui contient comme cas particulier la notion de modele GARCH a facteurs en-
dogenes et celle de modele GARCH a facteurs exogenes. On examinera également
certaines méthodes d’estimation adaptées a ces modeles ; des méthodes plus so-
phistiquées seront proposées dans le chapitre suivant. On étudiera ensuite les
modeles a facteurs discrets et les modeles a volatilité stochastique discrete, ainsi
que les méthodes d’inférence associées. Enfin, on s’intéressera aux modeles a
volatilité stochastique continue.

5.2 PROCESSUS ARCH ET GARCH MULTIVARIES

5.2.1 Définitions générales

On a vu qu’un processus GARCH( p, g ) univarié était défini par les con-
ditions :
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E(s,/e,___l) =0
he =V (ai/e) 5.1)

q 14
= c+ Za,'s,z_i + Zﬁjh;-j.
i=1 =1

Lorsque le processus g; devient multivarié de taille n, il est naturel de
proposer une généralisation directe des conditions précédentes :

E(s,/sﬂ) =0

q
vech (H;) = vechC + Z A; vech (e,_;e‘ )

t—i
» i=1 (5.2)
+ " B; vech (H,_))

j=1

| avecH =V (81/3ﬂ)

ou vech désigne I’ opérateur consistant a empiler les portions de colonnes d’une
matrice symétrique se trouvant sur ou sous la diagonale principale, et ol les A;,
B; sont des matrices carrées de taille ﬂ"zil X ﬂ”zl‘l, tandis que C est une
matrice symétrique n X n.

On en déduit que le nombre de paramétres indépendants intervenant dans
la définition précédente est:

RN R)

n(n+1) nn+ 17
> .
Ainsi, dans le cas du modele multivarié ARCH(1), c’est-a-dire dans le cas
p =0, g =1, on obtient pour n variantde 1a4:2, 12,42, 110.

Sur le plan de la stationarité on peut montrer (voir Bollerslev et Engle
[1989], Gourieroux [1992]) qu’une condition suffisante est que les racines du

déterminantde I — Y7 A;z — Y7 B.zJ soient de module supérieur a 1.
i=1 j=1 p

On congoit que cette formulation générale pose rapidement un probleme di
au trop grand nombre de parametres. Par ailleurs la matrice H, ainsi paramétrée
n’est pas automatiquement semi-définie positive. Pour essayer de résoudre ces
difficultés, divers modeles contraints ont ét€ proposés.

Les modeles diagonaux (Bollerslev, Engle et Wooldridge {1988]) sont des
modeles dans lesquels les matrices A;, B; sont diagonales. Cette formulation est
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évidemment trés simple mais elle présente divers inconvénients : absence de sta-
bilité par transformation de &, par une application linéaire et faible compatibilité
avec la condition de positivité (voir Gourieroux [1992]).

Les modeles a corrélations conditionnelles constantes (Bollerslev [1987])
sont définis par :

q 4
hie = cc+ Y aicr i+ ) bithici-;

i=1 j=1 5.3)
112 172

hiee = pre by heyy k # £
H, = diag (h,lcﬁ) R diag (h,ld/j)

R étant une matrice de corrélation ou encore :
. 172 . 1/2
H; = diag (dkk,) I" diag (dkk,)
ol dyxy = hiir/cr €t T' est une matrice de variance-covariance.

Il est clair que la contrainte de positivité est satisfaite dés que les variances
hk sont positives. Cependant la stabilité par transformation linéaire n’est pas
satisfaite.

Enfin, Baba, Engle, Kraft et Kroner [1989] ont proposé une formulation
du type:

K g¢q K p
H=C+Y Y Aye 16 AL+ > BiH_;B} (5.4)
k=1 i=1 k=1 j=1

ol les matrices A}, , B, sont des matrices carrées n x n. Cette formulation
assure que H, est semi-définie positive (si C est semi-définie positive) et elle est
stable par transformation linéaire. Cependant une telle formulation peut encore
nécessiter un grand nombre de parametres et son interprétation n’est pas évidente.

Pour aller plus loin, il faut introduire les modeles ARCH a facteurs et,
pour cela, nous allons d’abord nous intéresser a la notion générale de modeles
dynamiques a facteurs.

5.2.2 Modeles dynamiques a facteurs

On dira qu’un processus multivarié Y, de taille n a une représentation
factorielle d’ordre r, ou suit un modele a facteurs d’ordre r,sion a:

Y, = ﬂalX) + U, (55)
ou E(u;/J;—1) =0, cov(u,, X,/J;—1) = E(u: X;/Ji=1) =0, V(u, /J;—1) = 2,

Jl—l = {Yt—lr XI—17 YI—21 Xf—29 '--}9



102 Chapitre 5

ou X, est un vecteur de taille K et ol les matrices 8, « sont de tailles (n x r),
(K xr)etderang r.

Cette définition signifie que la dynamique du vecteur Y, est, pour les
deux premiers moments,contenue dans celle du processus F; = «’X,, dont les
composantes sont appelés facteurs exogeénes, puisque :

E(Y;/Ji-1) = BE(Fi/Ji-1)

et
(Y1/di-1) = BV (F/Ji-1) B/ + Q. (5.6)

On vérifie d’ailleurs que si le processus Y, a une représentation factorielle
d’ordre r pour I'information J,_; = {Y,_y, X,_1, Y2, X;_5...}, il admet la
méme représentation factorielle d’ordre r pour toute information I,_; incluse
dans J,_;.Eneffet,on a:

E./Ii-1) = EEW,/J-1)/;-1]1=0
Cov (ur, X;/1Iy) = E(urx;/lr—l)
E[E(u,X,’/J,_Q/l,_]] =0

V@ /li-1) = EV@/J-0)/ L1+ VIEW /J-0)/ -] = Q.

Cette propriété est donc vraie en particulier pour I,_; = {Y,_, Y;—2...} =
Y,_, etceci implique donc:

E(Y./¥iz1)
v (/%)

BE(Fi/ Y1)

5.7)
BV (Fi/Yim1) B + 9.

On peut aussi montrer (voir Gourieroux, Monfort et Renault [1991b]) que
le processus Y, a une représentation factorielle d’ordre 7, si et seulement s’il &
une représentation factorielle d’ordre r endogene, c’est-a-dire du type :

Y, =BF +uf

avec :

E@u}/J-1) = 0,
Cov(uy, F/Ji-1) = 0,
Vui/Jo) = L (=Q-BQ'B7'A).
F* =4y,

c . . - 1 an— -1
a étant une matrice de taille (n xr) derang r définie par a’=(8'Q™' ) g
Les composantes de F;* sont appelés facteurs endogeénes. Notons que a'u; = 0
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etdonc que le noyaude ©* est engendré par les colonnes de a . On voit également
que le choix de a et B n’est pas unique puisqu’on peut toujours remplacer B
par BQ et a’ par Q~'a’ ; on peut imposer, par exemple, que la matrice (r x r)
supérieure de B soit I’identité.

Les formules (5.6) impliquent donc :

E(Y:/Ji-1) = BEF/Ji-1)
V(Y /Ji-)) = BV(F /LB + @ (5.6")

et les formules (5.7) entrainent aussi :

E(Y/¥a) = BE

V(Y,/Ym) = BV

(77 /1)

(F,*/Yﬂ) B + Q. (.77
Revenons maintenant au cas des paragraphes précédents ou on suppose

en plus que E (Y,/Y:l) = 0 et reprenons la notation & au lieu de Y;. Les

formules (5.7) ou (5.7)" impliquent que H, =V (a, /eﬂ) s’écrit sous la forme

Q+8V (F,/e,,|) B ou Q*+BV (17,*/8,4) B’ . Pour spécifier davantage H, , il
faut maintenant faire des hypotheses soit sur le processus des facteurs endogenes,
soit sur le processus des facteurs exogeénes.

5.2.3 Modé¢les GARCH a facteurs endogenes

Comme la notion de modele a facteurs endogénes n’impose pas de restric-
tion sur ladynamique des facteurs, on peut supposer que les r facteurs endogenes,
c’est-a-dire les r composantes de F;* = a’e, , sontdes processus GARCH(p, q)
indépendants dont les variances conditionnelles sont données par :

q 14
v =+ Y A(ajE )’ + Y Vi) (5.8)
=1

=] j

La matrice V (F,*/ei> est donc la matrice diag(v,,) et la formule (5.7)’
fournit I’expression suivante pour H, :

r q r P
Hy = Q' + B diag(c)p + ) Y MBB @)+ D) ¢rBBvi-

k=1 1=1 k=1 -1
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Comme vg,—;j =V (a,’(a,_j/e,_j_l) =aH,_ja,,ona:

r 4 r..p
Ho=Q+Y Y MBbiae-i)’ + ) ) ¢%PbiayHi-ja
k=1 i=] k=1 j=1

avece ©
Q = Q* + B diag(cr) B’
Ou encore :
_ r q9 r p
H=Q+ AL Brayer—i€i_arBy + O Bea H_jarfy.  (5.9)
k=1 i=l k=1 j=1

On obtient donc une forme du type (5.4) avec des matrices A%, et A de
rang 1 données par:

Al = Mixa By, By = Pjnar By

Notons que I’expression a’ = BL'pIge! implique les contraintes
a'B=1,cest-a-dire ¢, 8 =0, Vk # €, eta, f = 1.

Une formulation de ce type a été proposée par Engle [1987], avec une
normalisation différente du vecteur des facteurs fournissant des corrélations
fixes mais non nulles. Les contraintes de non corrélation des facteurs s’écrivent
a,’CfZag = 0, Yk # £ (ce qui est vérifi€ si on impose que le noyau de Q*
soit engendré par les ax, k = 1, ..., r). Rappelons enfin que des contraintes
d’identification supplémentaires sont nécessaires, par exemple que la matrice
(r x r) supérieure de B soit I’identité.

5.2.4 Mode¢les GARCH a facteurs exogenes

Ce type de modele a été proposé par Diebold-Nerlove [1989]. Considérons,
pour simplifier, le modele a un facteur ; ce modele s’écrit :

8; =AF;+€,

ol {e;} est un bruit blanc gaussien de matrice variance-covariance I', que
Diebold-Nerlove supposent diagonale, ot { F;} est un processus scalairce GARCH
(p, q) (de variance marginale égale a 1 de fagon a rendre les parametres iden-
tifiables), indépendant du processus {e;}, et o A est un vecteur de parametres
inconnus.

On vérifie facilement que ce modele est un modele a facteurs exogénes dont
la matrice de variance-covariance conditionnelle est, par exemple dans le cas ou
F; est un ARCH(1) de variance conditionnelle 1 — a + aF,Z_](O <a<l1):
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H =YV (s,/e,__l)

\Y [E (Er/Fﬂ, eﬂ) /Sﬂ] +E [V (Q/Fi’ eﬂ) /81]

I+ A\VE [V (F;/ng ‘-’ﬂ) /eﬂ]

= T+ [l -a+aE(FL /8m)].

Cette matrice a bien la forme générale (5.7) puisque V (F,/sﬂ) =

l-a+aE (F,z_l /Eﬂ) , mais elle n’a pas d’expression explicite en fonction de
8‘_] .

5.2.5 Estimation des modéles GARCH a facteurs

On a vu que, pour les modéles GARCH a facteurs endogenes, on dispose
d’une expression explicite de H, (a, /€-1 ) . Par conséquent, on peut calculer la
(pseudo) log-vraisemblance du modéle :

Tn 1 T /=1
- L0g2n—2;(Log det H, + &,H 's;) .

On peut donc, en principe, maximiser cette (pseudo) log-vraisemblance
méme si le choix du nombre de facteurs et la prise en compte des contraintes
d’identification peut étre délicate (voir Lin [1991]). Il faut aussi noter qu’en pra-
tique, des considérations économiques peuvent conduire a remplacer les facteurs
endogenes inobservables a, &, par des observations (par exemple un «portefeuille
de marché ») (voir Engle, Ng et Rothschild [1989], [1990], King, Sentana et
Wadhwani [1990]).

L’estimation des modeles GARCH a facteurs exogénes est plus complexe
puisqu’on ne dispose pas d’une forme explicite pour H,.On va décrire ici deux
méthodes approchées qui, utilisées seules, conduisent a des estimateurs dont les
propriétés asymptotiques ne sont pas claires mais qui, utilisées dans le cadre de
I’estimation indirecte (voir le chapitre 6), fournissent des estimateurs convergents
et asymptotiquement normaux.

La premiére méthode approchée est fondée sur le filtre de Kalman étendu.
En effet le modéle peut s’écrire sous la forme espace d’états non linéaire courante
(dans le cas ot F est un ARCH(1)):

F=[1+a(FX, - l)]l/2 7, (équation de transition)

& = A, + ¢ (équation de mesure)
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ol {n,} est un bruit blanc gaussien centré de variance 1 et {e;} un bruit blanc
gaussien de matrice de variance-covariance I', indépendant de {n,}.

~ Le filtre de Kalman étendu conduit a un calcul récursif d’une approximation
H; de H, fondé sur les équations :

Ft/t = (1 -+ ath—l/t—I) )\,/FI[‘IE}

A = (1 —a+aF,2_,/,_l) AN 4T

On peut alors calculer une approximation de la log-vraisemblance.

La deuxiéme méthode approchée repose sur une discrétisation de I’espace
des valeurs de F,. Plus précisément on partitionne R en K intervalles:

lak, ax1[,k=0,...., K —1,a0 = —00, ax = 400 eton pose:
F,=by siF € [ag, appil

by étant une valeur de [ax, ax+1[, par exemple le milieu pour les intervalles
bornés.

On a alors :
PIF, = b/Fi_1 = b
= P[F, € [ax, a1/ Fi—1 € lag, agq1])

P(F; € lak, ags1l/Fi-1 = by)

[2

Qk+1 g

(1-a+ oeb%)l/2

[} - -
(1-«a +(th%)1/2

ot @ est la fonction de répartition de N (0, 1).

F, est donc approché par la chaine de Markov F, dont les probabilités de
transition sont fonctions des parametres d’intérét. On peut alors calculer la log-
vraisemblance exacte du modele approché ¢, = AF, + e, par des techniques de
filtrage non linéaire proposées par Hamilton [1989] (voir la section suivante).

53 MODELES A FACTEURS DISCRETS ET MODELES
A VOLATILITE STOCHASTIQUE DISCRETE

5.3.1 Définition

Soit S, une chaine de Markov homogene a K états, notés 1,2, ..., K,
dont les probabilités de transitions sont notées pre k = 1,..., K, £=1,..., K.
Hamilton [1988, 1989] a étudié des modeles du type :

Yi — u(S) = oilYroy — (S + o+ dmlYim — W(St-m)] + o (S)vr
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ou {v,} suit IIN(O, 1) indépendamment de {S;} et ou ©(S;) et o(S,) sont des
fonctions définies sur {1, 2, ..., K} a valeurs dans R et R* respectivement.

Si on pose
Z, =Y — p(S)

ona:
Phi(L)Z, = o (S,)v,

out (L) =1—¢L... — ¢, L™ et L désigne I’opérateur retard. Donc le modele
peut s’écrire :
Yi = u(S) + @71 (L)o ().

Conditionnellement au processus {S;}, le processus {Y;} est donc un
AR(m) avec un terme constant et une variance de I’innovation dépendant de
t. Pour adapter ce modele a nos besoins, nous allons a la fois le particulariser en
prenant ®(L) = I et le généraliser en rendant Y, multivarié (de taille n). On
pourra aussi imposer que Y; soit une différence de martingale et on reprend la
notation &, au lieu de Y; . Finalement le modele auquel on s’intéressera est :

& = Mu(S) + ZV3(S)y, (5.11)

oll A estun vecteur de taille n, £'/2(S,) une application de {1, ..., K} dansI’en-
semble des matrices (n xn) symétriques définies positives et vy suit /I N(0, Id,)
indépendamment de S; .

Ce modele contient comme cas particuliers les deux modeles d’intérét:
d’une part le modele  un facteur discret si £'/2(S,) est fixe et notée T'/2:

& = Au(Sy) + =%, (5.12)

et les modeles univariés a volatilité stochastique discréte, obtenu en faisant n = 1
etA=0:
& =0 (S)v,. (5.13)

Notons que, dans le modele a volatilité stochastique discrete, &, est auto-
matiquement une différence de martingale puisque :

E(Er/gt_—l_) = E[E (St/s_gi, U£;1) /Eﬂ) =0.

Dans le premier modele cette condition sera vérifiée si u(S;) est une
différence de martingale, ce qui implique les contraintes suivantes sur les pa-
rametres [k, pre (M €étant une notation simplifiée de w(k)):

K
> pame=0 £=1,.,K.
k=1

Notons que dans le modgle a facteurs il faut imposer une contrainte d’identifica-
tion du terme Ap(S;), par exemple p; = 1.
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5.3.2 Filtrage, lissage, estimation

i) Algorithme de type Kalman

On va proposer un algorithme récursif analogue au filtre de Kalman, dont
I’entrée est la probabilité conditionnelle :

p(S,_1 =k/sﬂ), k=1,.., K

et dont la sortie est la méme probabilité pour la date ¢, p (S, =k /&) ; cet

algorithme fournit également la densité p (e, /e—1 ) .

L algorithme se décompose en quatre étapes (avec des notations éviden-
tes):

Iére étape :

P(Srvsr—l/sﬂ) p (St/st—lveﬂ) P(Sz—l/gg)

p(si/si-1) p (»"/—l/sﬂ)

K

P(sr/er_—_l) =) p(Sr/Sr_l)p(sf_l/st;l_)-

sio1=1
2¢me étape :

p (8,, Sr/gﬂ) =p (er/sh eﬂ) p (Sf/gﬂ)

le premier terme du membre de droite étant :

@m)7E det 2712(s,) exp [—; (e = Mats)) 71 (s0) (er — Mt(sf))] :

3éme étape :

p (31/5ﬂ> = XK:P (sh Sr/gi) .

5=1

4éme étape :
P& si/e—1 )

plsi/&) =
( _) P 5//3:1_)

L’algorithme fournit les probabilités de prévisionde S, p (Sr/ Er—1 ) etde

filtrage de S; p (s,/aL) ainsi que les probabilités de prévision des observations
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p (e, /e,_1> . Ces dernieres permettent en particulier de calculer la log-vraisem-
blance pour des valeurs données des paramétres.

L’initialisation de 1’algorithme nécessiterait le calcul de p(s1/y1) qui est
remplacé, en pratique, par la probabilité invariante de la chaine de Markov.

On peut aussi utiliser la technique de Kitagawa [1987] pour calculer les
probabilités de lissage p (s;/er). Eneffetona:

P (St, Sr+1/51) =Pp (st+151) p (St/st+1’ 31)

P (Sr+1/51) p (Sr/sr+1, SL)

— P (sr. s141/5;)

=D (SH-I/SL) p (51+l/€t_)

P (si+1/€1) p (S141/8:) P (Sr/EL) )
p (si+1/¢1)

(5.14)

Par conséquent :

P (s /81) . i P(SH-I/EL) P (5r+1/51)P(51/8l_) .
X =
=1 14 (sf+1/€L)
Ce qui fournit un algorithme récursif descendant pour les p (s, / 81) , pourvu que
les probabilités de prévision et de filtrage aient été stockées.

Ces probabilités de lissage contiennent donc I’information optimale sur la
trajectoire de la chaine ; elles permettent en particulier de calculer les espérances
conditionnelles E (s,/el) . Dans le cas du modele a facteurs, on peut donc obtenir
ainsi la trajectoire lissée du facteur inobservable.

Notons enfin, que, lorsque les probabilités de lissage p(s;+1 /€1) ont été
calculées, on déduit immédiatement de (5.14) les probabilités de lissage jointes
P(Si, Se1/€1).

iil)  Algorithme EM

Une autre approche consiste a utiliser I'algorithme EM (espérance maxi-
misation) (Dempster-Laird-Rubin[1977]).Cet algorithme est le suivant. Soit §¢/)
la valeur du parametre lors de I'itération j, la valeur du parametre a I'itération
j+ 1, 89D est donnée par la maximisation en 6 de:

Eg (L% (1, 57, 6)/e1]

ou L‘T‘(el, ST, 0) est la log-densité de (81, 31)'
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Dans le cas particulier qui nous intéresse, 1’algorithme EM a la propriété
remarquable de fournir une forme explicite pour 9+ en fonction des probabi-
lités de lissage.

Ainsi, dans le cas du modele a un facteur on a:

T T
L} = ——22 Log 27 — 5 Log det

1 T T
5 2 (e = A(s))B (6 = hu(sr)) + 3 Log plsi/si-1)
t=1

=1
donc:
LT
ar

Z =" (uls)e — AuP(sp)).-

*

2 .. JdL
En annulant I’espérance conditionnelle de # sachant er et pour les
valeurs des parameétres a I’itération j, on obtient :

T K .
Z ZEthPU)(Sr =k/er)
i : : (5.15)
Z Z/‘fp(”(& = k/é‘L)
t=1 t=1
De méme :
aL} T 1 ,
gmo1 = 5 B 5 2 — M) —uls)
et en annulant ’espérance conditionnelle :
1 & .
:2723&—XMX&—AthK&=kn@. (5.16)

t=1

On a aussi :
Ly e
= Y NET e — A ()

t=

d’oti en annulant ’espérance conditionnelle :

T
27N 8 pV(S = k/er)
i = =l k=2,..,K. (.17

X ZAZp”)(s, = k/er)
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Enfin,pour k =1,..., K —-1,£=1,..,K:

Ly & [ 1 1
= Yoy (e, Se—1)— — Lig ey (S, S—1) —
3pke ; {k,E}\1s 91 —1 Pre {K,£}\0ty 9r—1 Pkt

d’ol en annulant I’espérance conditionnelle :
T .
Do p(S =k, S =¢/er)

pe=""" . k=1,..,K,=1,..,K. (518)
> PP (5o = t/er)
=1

Les valeurs des pi¢ a itération (j + 1) sont fournies directement par ces
dernigres équations; les valeurs de A, ¥ et u sont obtenues en résolvant les
équations (5.15) (5.16) (5.17). Notons que lorsque les 114 sont connus, ce qui est
le cas lorsque le modele est utilisé comme approximation d’un modele a facteur
a valeurs réelles (voir 5.2.5), on obtient les valeurs de A et ¥ al’itération (j+1)
de fagon immédiate puisque les équations (5.15) (5.16) sont alors récursives. Il
faut cependant remarquer que, dans le modéle obtenu en 5.2.5, les probabilités de
transition pg, ne sont pas libres puisqu’elles sont fonctions d’un seul paraméetre
«. Pour continuer a bénéficier de la simplicité de calcul que I’on vient de
mentionner, une solution pourrait donc étre d’utiliser une méthode d’estimation
indirecte (voir le chapitre 6) dont la fonction critere est obtenue a partir du modele
discrétisé non contraint.

5.4 MODELES A VOLATILITE STOCHASTIQUE CONTINUE
5.4.1 Cas univarié

Harvey, Ruiz et Shephard [1992] proposent le modele suivant :

Y, =u00 =u, exp (;hf) (5.19)
he =y +@hi—1 + v

ou {u,} et {v;} sont des bruits blancs gaussiens indépendants de variances res-
pectives 1 et o2. Y, représente par exemple le rendement d’un actif financier,

I’accroissement relatif d’un taux de change...

Pour pouvoir traiter ce type de modele par les méthodes récursives de
Kalman standard, on peut mettre la premiére équation sous la forme :

Y? = u? exp(h,)

ou:
Log Y? = h, 4+ Log u?.



112 Chapitre 5

L’espérance et la variance de Log u? valent respectivement —1.27 et 4.93 et si
on pose £ = Log u,2 + 1.27 on obtient un bruit blanc centré (non gaussien) de
variance 4.93. Au total on peut réécrire le modele (5.19) sous la forme :

Log Y2 = —1.27+h, + &, (5:20)

hy =y + ¢hi1 + 1.

On reconnait une forme espace d’états linéaire. Le bruit & n’est pas gaus-
sien, mais on peut utiliser le filtre de Kalman standard pour calculer la pseudo-
vraisemblance (voir Gourieroux, Monfort et Trognon [1984]) associée au cas
normal. La maximisation de cette pseudo-vraisemblance fournit des estimateurs
convergents et asymptotiquement normaux ; cependant la matrice de matrice de
variance-covariance asymptotique n’est pas celle fournie par la théorie du maxi-
mum de vraisemblance mais celle fournie par la théorie du pseudo-maximum
vraisemblance  savoir Jol, 1Jo avec

. 1 3°Ly
Jo = lim — _ ———
T—»oo T 3006’ (5 2])
.1 dLr(6o)
Iy = 1
0 rL"loTV"( 36 )

ol L7 estlapseudo-logvraisemblance, 67 1’estimateur du pseudo-maximum de
vraisemblance et 6y la vraie valeur du parametre. Jy peut étre estimée par

1 8Ly 4
- ——(0
T 2600 %7
et Iy par (voir Newey et West [1987]):

kr

1 3¢, ~ 94, 1 J
2} 2] 1-—
th (1)36,<T>+TZ( kT+1)

j=1

3 (30 5 0 () ()

t=j+1

T
LT = Z e,
=1

et kr est une suite d’entiers tendant vers +o0o = plus lentement que 7'74.
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5.4.2 Cas multivarié

Si n est la dimension de Y;, une généralisation naturelle de (5.19) est :

Yir = ui; exp(Lh;)
e =t Py (5.22)
hiy = ¥i + ¢r1hir—1 +vi i=1,..,n

ou {u,}, vecteur de composantes u;,, est un bruit blanc gaussien de matrice de
variance-covariance X, dont les termes diagonaux valent 1 (pour que le modele
soit identifiable) et {v,}, vecteur de composantes v;;, est un bruit blanc gaussien
de matrice de variance-covariance X, et indépendant du processus {u,}.

En notant Z, le vecteur dont les composantes sont Log Y2 (i = 1,...,n)
et & le vecteur dont les composantes sont 1.27 4+ Log u,.z, , on peut réécrire (5.22)
sous la forme :
Z,=—-127e+h + &
(5.23)
he =y + diag(¢)h—1 + v

ol e est le vecteur dont toutes les composantes valent 1, y est le vecteur de
composantes y; , h, le vecteur de composantes h;, et diag(¢) lamatrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont les ¢; .

Le modele (5.23) est, a nouveau, un modéle a espace d’états linéaire et les
résultats du cas univarié se généralisent immédiatement.

On peut aussi songer a faire intervenir un vecteur i} dont les composantes,
ou facteurs, sont en nombre p inférieur a n ; on aboutit & un modele du type :

Z, =—-127e+ Oh} + &
(5.24)

hf = y* + diag(¢*)h}_; + v/

Pour rendre le modele identifiable on peut, par exemple dans le cas ol
diag(¢*) = I (voir Harvey, Ruiz et Shephard [1992]), imposer que la (p x p)
matrice carrée supérieure de la (n x p) matrice © soit triangulaire inférieure et
que la matrice de variance-covariance de v} soit I'identité. Les composantes de
h; peuvent étre considérées comme des facteurs de volatilité.






CHAPITRE 6

INFERENCE FONDEE
SUR DES SIMULATIONS

par

Alain MONFORT

6.1 INTRODUCTION

Les simulations sont utilisées depuis longtemps pour évaluer les perfor-
mances des méthodes d’estimation et de tests ou pour résoudre des problemes
numériques d’optimisation (algorithme E.M. simulé) et de calcul de lois a pos-
teriori dans la cadre bayésien. Depuis peu'! il a été proposé d’utiliser des simu-
lations pour définir des fonctions critéres permettant de dériver des procédures
d’estimation et de test dans des contextes oui les procédures classiques ne fonc-
tionnent pas en raison de la complexité du modele. Les modeles pour lesquels
ces méthodes peuvent étre utiles sont trés variés (voir Gourieroux, Monfort et
Renault [1992]) et, dans ce chapitre, on va se limiter a I’étude de modeles de
«séries temporelles », c’est-a-dire sans variable exogene. On va considérer suc-
cessivement la méthode des moments simulés, la méthode du maximum de vrai-
semblance simulée, la méthode du pseudo-maximum de vraisemblance simulée
et les méthodes d’inférence indirecte.

(' Lerman et Manski [1981], Van Praag et Hop [1987], Mc Fadden [1989], Pakes et
Pollard [1989], Laroque et Salanié [1989], [1990], [1992], Duffie et Singleton [1989].
Hajivassiliou et McFadden [1989], Borsch, Supan, Hajivassiliou et Keane [1990],
Gourieroux et Monfort [1990], [1991a], [1991b], [1992], Gourieroux, Monfort et
Renault [1992].
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Le modele de référence sera:

r()’t—l, ula 6)

Yt
u = ¢_1,6,60) 6O CR?

6.1

y, est un vecteur de variables endogénes observables et {¢;} un bruit blanc
inobservable de loi connue Gy ; cette derniére condition n’est pas restrictive
dans un cadre paramétrique car on peut toujours supposer que les paramétres
inconnus de la loi de &, ont été incorporés dans 6 ; u, s’interpréte comme un
terme d’erreur en général inobservable, suivant un processus markovien d’ordre
1. Le processus {y;} est supposé stationnaire.

On note f(y,/y, 1; @) la densité conditionnelle de y, sachant Vo1 =
{y1-1, Yr-2,...} et on se place dans le cas ou cette densité n’a pas de > forme
explicite et o on ne peut donc pas appliquer la méthode du maximum de
vraisemblance.

6.2 LA METHODE DES MOMENTS SIMULKS

La méthode des moments simulés a été proposée par Mc Fadden [1989]
pour des modeles de choix discrets sur données individuelles et adaptée au cas
des modeles de séries temporelles par Duffie et Singleton [1989]. C’est ce dernier
cas qui nous intéresse ici.

On considére une fonction multidimensionnelle k(y;, y;-1, ..., y;—,) etle
moment empirique associé :

T

- 1
k=1 D kG yion).

t=r+1

On suppose que 6 est identifiable a partir de I’espérance de k. La méthode
des moments simulés consiste & minimiser en 6 la quantité:

1 .
[kr - Z K[5(6), ... 31— ,(9)1} [kr - Z K[5:(0). ,y,_,(e)]}
t=r+l t=r+1
6.2)
ol 2 est une matrice symétrique définie positive et ol les y,(8),t = r + 1,
., T H sont des valeurs simulées obtenues par :
(@) = rly,-1(6), #,(6), 0] t=1,.,TH
u (0) ¢ (;-1(0),8.6)

(avec yo(6) = yo fixé), les &, ayant été tirés successivement dans la loi (connue)
de & (uo est fixé). Il est important de noter que les tirages des & restent les
mémes quand 6 varie dans la procédure de minimisation.
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L’estimateur é{" (£2) ainsi obtenu est convergent, asymptotiquement nor-
mal lorsque H est fixeet T tend vers I'infini. La matrice de variance-covariance
asymptotique de +/ T[GTH (£2) — 6] est, en notant Gy la vraie valeur de 0 :

1 ok’ ok 17!
T
(1 + H) [E9 a0 - Ee 39'] x

B X avenam, %[5 ¥ ag, *] 6.0)
% 36 082 Em 59 | B0 99 *B% ggr '
ol V(6p) est la matrice de variance—covariance asymptotique de
1 I
k g3 ey —-r) = k )
ﬁ;l[ Oty <+ Yi=r) = Egy k]
a savoir:
[e ]
2 T
h=—00
avec ['y = cov(k,—p, k;) et k, = k(y;, ..., yi—r) etou les diverses matrices sont

évaluéesen 6 = 6.
L’estimateur 07 ($2) dépend de Q et on peut montrer que 1’estimateur

) Al s .
optimal est obtenu en prenant 2 =V , ol V est un estimateur convergent de
V(6p) - Un tel estimateur peut étre obtenu par la méthode de Newey-West [1987] :

$ i~ & j r~ ~/
v=ro+;(1—RT+l)(r,-+rj) (6.4)

avec !

~|

O R
fi=— > kjk
t=j+r+1

oll Ry est une suite d’entiers tendant vers I’infini plus lentement que T/4.

Lestimateur optimal ainsi obtenu est noté 67 et la matrice de variance-
covariance asymptotique de /T (8 — ;) est:

1 K’ . 8k
(1 + ﬁ) [Ego 20 V(60)~ Eg, aaf] . (6.5)

Cette matrice est donc égale, au facteur 1+ }'i pres, alamatrice de variance-
covariance asymptotique de I’estimateur des moments, qui serait obtenu en mini-
misanten 6 :

[kr — Eo k] V™' [kr — Eok]. (6.6)
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Naturellement cet estimateur n’est pas utilisable si la fonction de 6, Eg k,
n’est pas connue, alors que I'estimateur des moments simulés est toujours uti-
lisable et c’est ce qui fait son intérét.

L’efficacité asymptotique des moments est
90% pour H = 9.

La méthode précédente a été proposée par Duffie et Singleton [1989] pour
I’estimation des paramétres du processus de diffusion défini par:

]fH, soit 50% pour H =1,

dy, = u(y;,0)dt +o(y;,0)dB, te R*

ol {B,,t € Rt} est un mouvement brownien. L’idée consiste & approximer le
processus {y;, t € R*} par un processus discret de pas 1/n obtenu, par exemple,
par la méthode d’Euler:

1 1
- - (n) ~(n) s g\ =
O =5 + oM (yr"_l, 0) + i° (y,"_l, 9) & (6.7)

ou &, estun bruit blanc gaussien de variance 1. Ce processus est observé toutes les
n périodes et, par conséquent, les méthodes classiques, comme le maximum de
vraisemblance, sont difficilement utilisables. En revanche, comme le processus
7 peut étre facilement simulé, on peut obtenir simplement les simulations
y(@) = 1,...,TH nécessaires pour la mise en oeuvre de la méthode des
moments simulés.

6.3 LA ME’[‘HODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
SIMULEE

Plusieurs versions de la méthode du maximum de vraisemblance simulée
ont été proposées (voir Gourieroux et Monfort (1991b) pour une synthese). On
présente ici brievement la méthode fondée sur un conditionnement. Dans ce type
de méthode on suppose que I’ on peut trouver un bruit blanc conditionnant {v,}, ot
v, estindépendant de y,_; de loi connue PV et tel que la densité conditionnelle
¥ /yi—1, vy, 0) ait une forme explicite.

Dans ce cas,ona:

FOu/yi-1.0) = [ f*(i/yi=1,v,0)dPY (v) et donc f(yi/yi-1,6) peut
étre approximée par ;

] H
b 2 L Oyt v, ©) ©6.9)
h=1

ot les v, sont tirés indépendamment dans PV .

La méthode du maximum de vraisemblance simulée consiste alors &4 ma-

ximiser en 6 :
T 1
Lo * Um0 ] 6.9
; g [H;f()’t/}ﬁ 1> Urh )]
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On peut montrer que lorsque H et T tendent vers l'infini, de fagon que ‘{f
tende vers zéro, |’estimateur ainsi obtenu a les mémes propriétés asymptotiques

que I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Si on reprend I’exemple précédent de 1’approximation d’Euler d’un pro-
cessus de diffusion et si on considére, pour simplifier, le cas n = 2 on a, avec
des notations évidentes :

wo= F (5 5.0)

= F[F(yf—lvézt—l’e)’gztvg]'

Conditionnellement a y,_;, et £5,_; (qui joue le role de v, ), 1a loi de y,
est une loi normale de moyenne

- 1 -
F (yl—lv 821—1’ 9) + ;l’l‘ [F(yt—]v EZI—]: 0)1 9]

et de variance

1 .
0 [F(im1, 821, 6), 6]

Onest donc bien dans les conditions d’application de la méthode du maximum
de vraisemblance simulée, si on suppose que 1’approximation d’Euler est « bien
spécifiée », c’est-a-dire si on néglige cette approximation.

6.4 LA METHODE DU PSEUDO-MAXIMUM
DE VRAISEMBLANCE SIMULEE

Les méthodes du pseudo-maximum de vraisemblance ont été proposées
par Gourieroux. Monfort et Trognon [1984] dans un cadre statique, mais elles
peuvent facilement s’adapter au cadre dynamique qui nous intéresse ici. Notons
m(@) I’espérance mathématique de y, et v(@) samatrice de variance-covariance.
Pour estimer 6, on peut, en théorie, utiliser une méthode du pseudo-maximum
de vraisemblance fondée sur ces moments marginaux et sur une famille exponen-
tielle linéaire ou quadratique. On se bornera ici a décrire les méthodes du premier
(PMV1) et du deuxieme ordre (PMV?2) fondées sur la famille normale.

La méthode du PMV1 se réduit, dans ce cas particulier, 2 la méthode des
moindres carrés non linéaires et est fondée sur la minimisation de :

T 1 T
Lir®) =) eu® =, 3 [y —m©]Y 2y —m(®)] (6.10)
t=1 t=1

ou 2 est une matrice symétrique définie positive donnée (par exemple 2 = Id).
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La méthode du PMV2 revient, dans le cas ou la famille de loi utilisée est
la famille normale, & minimiser :

T
Lyr©®) = Y 1u(0)
= (6.11)

l T
=, > [Logdetv®) + (y = m(@) v™' ®)(y ~ m(®))]

t=1

On peut montrer que, sous certaines hypothéses de régularité, ces estima-
teurs sont convergents et asymptotiquement normaux et de matrice de variance-
covariance asymptotique :

T i=1,2 (6.12)
avec .
. aLrT
Ly = = Jim Vo (@)
192L,7 ,
J,‘ = o = 1, 2
o m Eo 73059 1

Lamatrice I;, peuta nouveau étre estimée par la méthode de Newey-West [1987] .

- 1 04, 0l
Iir = = 6; O;
T T,Z (,)39,(,>+Z( RT+1)

aett lt —j tt j 361’,1 5.
x _,X;l( 0n)° 2 Gir) + 25271 G, Do <0,T))

ou 6;7 et i = 1,2 sont les estimateurs du PMV1 et du PMV?2 respectivement.
La matrice J;, peut étre estimée par:

13%Li7 A

T =— Taeae,(lT)

On peut aussi trouver un estimateur de J;, ne faisant intervenir que des dérivées
premieres (voir annexe 5 de Gourieroux, Monfort et Trognon [1984]).

o

Parmi les hypothéses requises pour que les résultats précédents soient vala-
bles, il y a évidemment des hypothéses d’identification : pour la méthode PMV1
6 doit étre identifiable au premier ordre, c’est-a-dire a partir de m(9) et pour
la méthode de PMV?2 6 doit étre identifiable au deuxieme ordre, c’est-a-dire
a partir de m(8) et v(0). Lorsque ces hypothéses d’identification ne sont pas
satisfaites on peut soit se contenter de I’estimation de fonctions identifiables, soit
changer de vecteur y, de fagon a retrouver I’identification ; en particulier on peut
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songer a transformer y; en un vecteur dont les composantes sont fonctions de
Yoo Ye1s Yo Vi Medem ete.

Le probleme de base rencontré dans la mise en ceuvre de telles méthodes
est I’absence de forme explicite pour m(6) et v(8) ; il est donc naturel de songer
a des méthodes du pseudo-maximum de vraisemblance simulées dans lesquelles
m(6) et v(@) sont remplacés par des approximations fondées sur des simulations.

En fait, ces méthodes du PMV simulées peuvent s’appliquer a des modeles
plus complexes que (6.1) dans lesquels apparaissent des variables endogénes
inobservables. Ces modeles peuvent s’écrire :

B = r(}’r—]»)’f_pur,e)
)’,* = r*(yt—lv y/*—lvuhg) (613)
uy = ¢ur-1, &, 0).

On voit que pour de tels modeles la vraisemblance est trés complexe puisqu’elle
s’obtient a partir de la densité de yy, ..., yr, ¥, ..., ¥ en intégrant par rapport
a yy,..., y7. En revanche il est facile de simuler ce modele pour des valeurs
données de 8, yo, ¥3, o ; il suffit en effet de tirer indépendamment TH valeurs

de &, dans sa loi marginale: &, ..., &7y et de calculer les )7,(6), t=1,...TH
par:

(O = r(3-1(8), 3,0, 4, (6), 0)

V©) = r*(Gi-i(0), y_,(0), i:(6),6)

U (0) = ¢(is-100), &,6)

On peut alors calculer des approximations de m(6) et v(6) :

1 TH
mra(0) = = ) 5i®)
=1

1 TH

vra(0) = o5 [5:6) — mru(6)] [5:(6) — mru ()] .
t=1

Si on remplace m(8) et v(6) par ces approximations dans (6.10) et (6.11)
on obtient les méthodes du PMV1 et PMV2 simulées. Les propriétés des métho-
des du pseudo-maximum de vraisemblance simulées ont été montrées dans le cas
statique par Laroque et Salanié ([1989], [1990)) et elles se généralisent au cas
dynamique stationnaire ; le résultat principal est la convergence des estimateurs
lorsque T etH tendent vers I’infini et la convergence en loi vers la méme loi

asymptotique que les estimateurs du PMV correspondant pourvu que T et H

tendent vers 'infini et g tende vers zéro.
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Ce type de méthode a été appliquée dans le cas statique et dans le cas
dynamique par Laroque et Salanié ([1989], [1992]) a des modeles de déséquilibre.
Dans le domaine financier on pourrait penser a les utiliser pour estimer des
modeles a volatilité stochastique continue (voir 5.4) puisque, dans ces modeles,
il existe une variable endogene inobservable, a savoir o, .

6.5 METHODES D’INFERENCE INDIRECTE
6.5.1 Présentation des méthodes

On considere a nouveau le modele (6.1) ; on suppose que ce modele est
complexe et ne permet pas une estimation directe simple.

Les méthodes d’inférence indirecte (voir Gourieroux, Monfort et Renault
[1992]) font intervenir une fonction critere Qr(yr, B), ou yr = (y1, ..., yr) et
B est un parametre auxiliaire.

On note BT la solution du probleme de maximisation de Q7 en B :

Br = Argmax Qr (y_r, ﬂ) . (6.14)
B

On suppose que, lorsque T tend vers I'infini, Q7 converge (presque
sGirement uniformément en B) vers une limite déterministe Q (6o, B), olt Gy
est la vraie valeur de 6. On note :

Bo = Argmax Qoo(bo, B)
P (6.15)

b(0) Argmax Q. (8, B).
B

b est appelée fonction de lien et on suppose que la fonction b estinjective. Si cette
fonction était connue on pourrait estimer 8 en résolvant b(6) = BT mais comme
cette fonction est, en général, inconnue, on va avoir recours a des simulations.
Pour chaque valeur de 6 on peut simuler, comme on I’a vu, T H valeurs de y,
notées yru(0). A partir de ces simulations on peut calculer :

Bru(6) = Argmax Q7 (yr_,,(o), ,5) . (6.16)
B
Un estimateur indirect de 6 est alors obtenu par:
brn(Q) = Argmin (Br = fru(®)) O (Br = Bru®) (617
[

ol Qr est une suite de matrices convergeant vers 2 symétrique définie positive.

Sous des hypotheéses de régularité classiques, en particulier que 3b/36 a
pour rang la dimension de 6, on peut montrer que, lorsque H est fixe et T tend
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vers I’infini, éry (2) est convergent et que
JT [é”,(sz) - 90]

converge en loi vers N[0, Wy ()], avec:

Wu(Q2) =
(' ’ 111) (ZZQ§5>_1 o 2035 (?f;ﬂ%)_l (6.18)
avec :
I = Jim Tvo(aa%’ (X,,fso))
Jo = _2;%;:(90' Bo)

et ol toutes les matrices sont évaluées en 6 = 6.

Cet estimateur éTH (R2) dépend de 2 etil est facile de voir que I’estimateur
le plus efficace asymptotiquement dans cette classe est obtenu pour :

Q=Q" = Jly' (6.19)

et on note Oy = Bry(Q*).

La matrice de variance-covariance asymptotique de «/T(éry — Bp) est

alors :
. 1\[ov' _,  ab]"
Wy = (1+ H)[BO Joly JOBO’]

B 1\ [92Qco _lazgw]“
- (1+H)[808,B’I° agae’ |

(6.20)

6.5.2 Remarques
i) Remarque 1

Comme on I’a déja mentionné, il est important de souligner que dans le
calcul de 67y (2) [voir (6.17)], les valeurs des simulations &y, ..., Ery doivent
rester les mémes lorsque 6 varie.

ii) Remarque 2

Le calcul de 675 (2) ne nécessite le calcul de 57 #(8) que pour les valeurs
de @ utilisées par I’algorithme de minimisation employé.
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iii) Remarque 3

Le calcul de ér # nécessite le calcul d’un estimateur convergent Q‘} de
€2* qui, a son tour,nécessite un estimateur convergent de 6. Il faut donc procéder
en deux étapes : dans une premiere étape on calcule un estimateur convergent de
9, a savoir 675 (Q) avec 2 fixée (par exemple 2 = Id), et dans une deuxi¢éme
étape on calcule QF et ér H-

iv) Remarque 4

Si les dimensions de 6 et B sont égales on obtient directement 1’estimateur
optimal 6ry en prenant pour Q n’importe quelle matrice symétrique définie
positive.

v)  Remarque5

On vérifie facilement que si on prend comme fonction critere
1 - g
Or = —2(kr — B) tkr = B)

ou kr = } Z,T:,H k(yt, .., y—r) est défini comme dans le paragraphe 6.2,
on retrouve la méthode des moments simulés. Celle-ci est donc une méthode
d’inférence indirecte particuliére.

vi) Remarque 6

On peut montrer que la famille des estimateurs 6r4(S2) a les mémes
propriétés asymptotiques ques la famille 67, (W) ou 07 ,(W) est obtenu en
minimisant 6 :

00r
op

007 (-
aﬂ’r(

5ru®), Br) W T (5ru©). br).

Si les dérivés (a Qr/9B) sont facilement explicitables, cette méthode a
I’avantage de ne pas nécessiter des optimisations emboitées. La matrice W
optimale est W* = 10".

Les procédures d’estimation que I’on vient de décrire peuvent étre complé-
tées par des procédures de test.

Tout d’abord un test de spécification est obtenu a partir de la valeur optimale
de la fonction ayant servi a calculer 07y ; plus précisément la statistique :

TH . 1. ~ " wTa ~
&= g min|Br = Bra®)] @5 [br—Bra®)]  621)
suit, asymptotiquement, lorsque T tend vers I’infiniet H est fixe, sous I’hypothe-
se que le modele (6.1) est bien spécifié, laloi x(g — p), ol q est la dimension
de B et p celle de 6. Donc, si g est strictement supérieur 2 p, on en déduit un
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test de spécification de niveau asymptotique o en prenant comme région critique
{er = xi_.(a — P)}.

Si on s’intéresse maintenant a des tests de significativité, c’est-a-dire a des
contraintes sur 6, on peut montrer (voir Gourieroux, Monfort et Renault [1992])
que les tests du score et de Wald conservent leurs propriétés asymptotiques
usuelles malgré la présence de simulations; il en est de méme du test fondé
sur la différence des valeurs optimales de la fonction objectif (généralisant le test
du rapport de vraisemblance) a condition de prendre comme fonction objectif la
fonction «optimale », c’est-a-dire celle apparaissant dans (6.17) en remplagant
Qr par f2’;.

Les domaines d’application des méthodes indirectes sont trés variés (voir
Gourieroux, Monfort et Renault [1992]). On se bornera ici a décrire quelques
possibilités d’applications a des modeles financiers.

Une premiere grande catégorie d’applications est celle dans laquelle la
fonction critere est obtenue en approximant la fonction de vraisemblance exacte.
Un exemple est fourni par I’ utilisation du filtre de Kalman étendu (voir 5.2.5) pour
approximer la fonction de vraisemblance d’un modele GARCH a facteurs. Dans
ce type d’applications, la méthode d’estimation indirecte peut étre vue comme
un moyen de corriger automatiquement le biais d’estimation qui apparaitrait si
on se bornait 2 maximiser la vraisemblance approchée.

Une deuxiéme grande catégorie d’applications est celle dans laquelle la
fonction critére est la fonction de vraisemblance exacte d’un modele approché. Un
premier exemple de ce type est obtenu en considérant I’approximation d’un fac-
teur GARCH par une chaine de Markov (voir 5.2.5) et en utilisant éventuellement
I’algorithme E.M. pour maximiser la vraisemblance du modele approché. Nous
allons fournir deux autres exemples appartenant a cette deuxieéme catégorie.

6.5.3 Estimation des paramétres d’une équation différentielle
stochastique (EDS)

On consideére un processus de diffusion défini par ’EDS :

dy, = g(6, y)dt + h(6, y,)d B, (6.22)

ol B, est un mouvement brownien (de variance égale a 1).

On suppose que le processus est observé aux dates 1,...,T. La distribution
exacte de y;,..., yr est, en général, inconnue (sauf pour des fonctions g et
h particulicres) et on ne peut donc pas appliquer la méthode du maximum de
vraisemblance. On peut cependant fonder une méthode d’estimation indirecte sur
la vraisemblance du modele discrétisé approché obtenu a partir de I'EDS suivi
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par y, ou, plus généralement, par k(y;). En utilisant la formule d’Ito on a:

ok 1%
dk(y;) = [‘(yf)g(e, )+ = Ok, y,)] dt
dy 29y (6.23)
ok
+-—)h(®, y)dB;
dy
Une discrétisation est :
ok 19%
k(yr) = k(yi—1) + —(e-1)8(B, yr—1) + _Z(Yr—l)hz(ﬂ, Y1)
9y 29y (6.24)

ok
t35 (YVe-Dh(B, yi-1)&:
y

ou & est un bruit blanc de variance égale a 1. On obtient donc un modele
autorégressif d’ordre 1 non linéaire avec effet ARCH dont la vraisemblance peut
étre calculée facilement et on peut appliquer une méthode d’estimation indirecte.

6.5.4 Estimation des parameétres d’un modele a volatilité
stochastique en temps continu

Considérons, par exemple, le modéle :

dy; = uy,dt + 0,y,d By, 6.25)
d Log o, = a(b — Log o,)dt + cd By,

ol (By;, By) est un brownien bivarié de matrice de variance-covariance :

o1

Silavolalité o, était fixe, y, suivrait un mouvement brownien géométrique,
mais ici on suppose que o, est inobservable et que Log o, suit un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck. Comme dans 1’exemple précédent on peut considérer le
modele approché obtenu en discrétisant avec un pas égal a celui des observations.
Cependant, comme o est inobservable, on obtient un modele espace d’états non
linéaire du type:

Log V= A+ Log Yi—1 + 0:81r (626)

Log o, = dy+dy Log 0,1 + darey
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ol (&1, &) est un bruit blanc bivarié de matrice de variance-covariance :

et on peut donc prendre comme fonction critére la pseudo log-vraisemblance du
modele approché (voir Harvey, Ruiz et Shephard [1992]):

Yt N 2
Log | Log M| = 2h, + Log ¢y,
i

hy =do+dih_) + dogy,

t—

(6.27)

avec h = Logo,.

Loge?, est de moyenne —1,27 et de variance 4.93 et si on pose & =
Log ¢, + 1.27 on obtient un bruit blanc centré de variance 4.93. Le modgle
approché s’écrit alors :

2
. 1
Log [Log y’—kr] =127+ b+

V-1

(6.28)
hy =do+dvh—y + drey

Ce modele est sous forme espace d’états linéaire et on peut donc utiliser le filtre de
Kalman standard pour calculer la pseudo-vraisemblance associée au cas normal
(et fondée sur la régression linéaire par rapport au passé au lieu de I’espérance
conditionnelle). Cette fonction pourra étre utilisée comme fonction critére et,
ici encore, la deuxieme étape de la méthode d’inférence indirecte peut étre vue
comme une méthode de redressement automatique des biais asymptotiques dus
aux approximations.

6.5.5 Applications numériques

On va considérer deux applications au cas des équations différentielles
stochastiques du type (6.22) et, de fagon a évaluer Iefficacité de la méthode,
on va considérer deux cas ou on connait la discrétisation exacte du modele
en temps continu et ol on peut donc calculer les estimateurs du maximum de
vraissemblance.
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i) Cas du mouvement brownien géométrique

L’EDS est:
dy, = uy,dt + oydB,

La discrétisation exacte est :
2

g
Log yr = Log y—1 +u — , Toe

ol & est un bruit blanc gaussien centré réduit.

La discrétisation approchée est :
ye =0+ my-i +0oy-18.

L’estimateur indirect (EI) considéré est fondé sur la vraisemblance du mo-
dele discrétisé approché et sur des simulations dans ce méme modele en prenant
comme unité de temps le dixieme de 1’unité de temps pour les observations. On
tire 150 observations dans le modele discret exact avec © = 0.2, o = 0.5,
yo = 10 et on estime les paramétres u et o a partir d’une simulation (H = 1).
Ces opérations sont répétées deux cents fois afin d’obtenir des distributions
empiriques des estimateurs.

On estime également les parametres par la méthode du maximum de vrai-
semblance exacte (MVE) et par la méthode du maximum de vraissemblance
approchée (MVA). Les resultats sont résumés dans le tableau 6.1 et les fi-
gures 6.1 et 6.2. On voit que I'estimateur indirect est nettement moins biaisé
que I’estimateur du maximum de vraisemblance approché et que son erreur
quadratique moyenne est aussi nettement plus faible (pour ¢ ) ou comparable
(pour ).

Tableau 6.1: Mouvement brownien

estimateur | moyenne | biais moyen | écart-type | racine de 'EQM
MVE

u 0,203 0,003 0,047 0,047

o 0,496 -0,004 0,028 0,028

El

u 0,208 0,008 0,068 0,069

o 0,517 0,017 0,058 0,061
MVA

u 0,226 0,026 0,059 0,064

1% 0,646 0,146 0,072 0,163
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Figure 6.1: Brownien géométrique : densité des estimateurs de u
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Figure 6.2: Brownien géométrique : densité des estimateurs de o
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ii)  Cas du precessus d’Ornstein-Uhlenbeck

L’EDS est:
dy; = k(a — y,)dt + odB,.

La discrétisation exacte est :

(1 _ e—Zk)jlé
&

=a(l—e ) +e ™y
y=a(l—e")+e )’r1+0[ %

La discrétisation approchée est :
Yo = (1= k)1 +ka +oe,.

Les valeurs numériques sont k = 0.8, a = 0.1, 0 = 0.06, yo = 0,
H =1 ;ontire 250 observations et on répete 200 fois les opérations. Les résultats
sont résumés dans le tableau 6.2 et les figures 6.3, 6.4 et 6.5. 1l se trouve que, par
coincidence, les estimateurs indirects et approchés de a sont identiques ; pour
I’estimation de k et o I’estimateur indirect est nettement supérieur a I’estimation
du maximum de vraisemblance approché. On note méme que le support de
I’estimateur du maximum de vraisemblance approché de o est pratiquement

disjoint du support des autres estimateurs et que cette méthode fait apparaitre, a
tort, une bonne précision.

Tableau 6.2: Processus d'Ornstein Uhlenbeck

estimateur | moyenne | biais moyen | écart-type | racine de 'EQM

MVE

k 0,834 0,034 0,141 0,145

a 0,101 0,001 0,004 0,004

o 0,048 -0,012 0,003 0,012

El

k 0,781 -0,019 0,180 0,181

a 0,100 0,000 0,005 0,005

o 0,045 -0,015 0,010 0,018

MVA | i

k 0,561 -0,239 0,060 0,246
0,101 0,001 0,004 0,004

o 0,034 -0,026 0,002 0,026
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Figure 6.3: Processus d'Ornstein Uhlenbeck: densité des estimateurs de k
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Figure 6.4: Processus d’Ormstein Uhlenbeck: densité des estimateurs de a
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CHAPITRE 7

MODELES A FACTEURS EN FINANCE
par

Sergio PASTORELLO et Eric RENAULT

7.1 INTRODUCTION

II s’agit dans ce chapitre d’étudier les interactions entre la théorie finan-
ciere (modeles d’évaluation d’actifs financiers) et la théorie statistique (modeles
dynamiques a facteurs).

La notion de «modele a facteur» (ou modele a index ou a coefficients
bétas, .. .) est ancienne en Finance. Depuis les travaux fondateurs de Markowitz
[1959] et Sharpe [1964], les modéles d’évaluation d’actifs financiers s’attachent a
expliquer la rémunération du risque des actifs financiers en termes de rendements
espérés. Ces modeles tendent a démontrer que la perception élémentaire du risque
d’un revenu aléatoire a partir de sa variance est insuffisante. Dans les mod¢les de
type CAPM («Capital Asset Pricing Model »), on montre au contraire que c’est
la covariance avec certaines variables directrices (plutdt que la variance) qui
explique la différence entre rendements espérés et qui s’interprete donc comme
la quantité de risque rémunéré. Ces variables directrices sont souvent appelées
facteurs en tant que variables explicatives des rendements.

Dans un premier temps (section 7.2), on présentera cette notion traditio-
nelle de facteur en Finance sans détailler le cadre statistique. On utilisera pour
cette syntheése le modele de type CAPM le plus moderne introduit par Epstein
et Zin [1989]. Dans un second temps (section 7.3), on cherchera a mettre en
évidence les résultats de la synergie apparue dans les années quatre vingt entre
Finance et Statistique :
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e D’un cdté, les statisticiens ont fourni aux financiers une modélisation de
type ARCH qui a donné un contenu empirique a leurs modeles d’évalua-
tion faisant intervenir les moments conditionnels (a I'information disponi-
ble sur le marché) de vecteurs aléatoires de grande taille (rendements des
diftérents actifs, facteurs exogenes,. . . ).

e En sens inverse, les statisticiens ont bénéficié des idées de la Finance, en
particulier pour permettre des paramétrisations plus parcimonieuses des
modeles GARCH multivariés. Comme on I’a vu dans le chapitre 5, on
sait en effet que dans un cadre multivarié, les modeles GARCH non con-
traints introduisent beaucoup trop des paramétres inconnus. Les modeles
d’évaluation d’actifs financiers ont, en particulier par les facteurs qu’ils
ont proposés, permis de justifier des modeles dynamiques plus contraints.

Le but de ce chapitre est précisement de dresser un catalogue de modeles
statistiques dynamiques qui peuvent trouver certains fondements structurels dans
des modeles d’évaluation d’actifs financiers. On se restreindra pour simplifier aux
modeles a facteurs en temps discret.

Une illustration des applications possibles de I’approche mise en place
dans ce chapitre sera détaillée dans la section 7.4 a propos de I’évaluation de la
performance de portefeuilles.

7.2 LA NOTION DE FACTEUR EN FINANCE

7.2.1 Le probleme de I’actualisation de revenus risqués

i) L’aversion par rapport au risque

Considérons un individu qui & une date ¢ donnée cherche a évaluer un actif
financier. Cet actif générera a la date ¢ 4+ 1 un gain y,4+,, qui apparait aléatoire
aladate ¢. Une évaluation naive de cet actif conduirait a I’apprécier en fonction
du gain espéré E, y;+1, la notation E, signifiant que I’espérance est calculée
conditionnellement a I’information /, disponible a la date ¢. Cette appréciation
est naive dans la mesure oi elle ne prend pas en compte le risque attaché a I’actif.
En particulier, si I’individu considéré a de I’aversion pour le risque (hypothése
assez réaliste), il choisira entre deux actifs apportant le méme gain espéré, celui
qui est le « moins risqué », selon son critére subjectif d’ appréciation du risque. Ce
critere est usuellement défini en économie a partir d’une fonction d’ utilité dite de
Von Neumann-Morgenstern parce que ces deux mathématiciens lui ont donné des
fondements axiomatiques (caractérisant la rationalité des choix dans I’ incertain).
Cette fonction d’utilité u, caractéristique des préférences de I'individu vis-a-vis
de I’incertitude, est une fonction numérique de variable réelle, croissante au sens
large et concave.
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On suppose que individu préfere les actifs qui lui apportent la plus grande
espérance de I’utilité du gain E, u(¥,+1) . La concavité de u assure, en particulier
par I’inégalité de Jensen, que :

Er u(¥r41) < u(Er vi41)

ce qui signifie que, compte tenu de son aversion au risque, I'individu préférérait
se voir promettre pour la date ¢ + 1 la richesse certaine (dés la date ¢) E; Y141
plutdt que la richesse aléatoire de méme espérance yr41.

ii)  Actifs et portefeuilles

On suppose ’existence d’un nombre fini d’actifs indexés par i,i =
1,...,n. L’acquisition d’une unité de I’actif i a la date ¢ revient a pj,
i=1,....,net p = (pi,..., pnr) désigne le vecteur des coits d’acquisi-
tion unitaires.

Nous désignons par yi4+1 = (Vir+1,-. .., Yar+1) 1€ vecteur des gains uni-
taires a la date r 4+ 1 associés aux actifs detenus sur la période (¢,z + 1). Le
rendement brut de I’actif i sur la période est Riit+1 = Vit41/Dit -

N

Un portefeuille composé & la date ¢ est décrit par un vecteur o, =
(ays, ..., ap) donnant les quantités «;; des divers actifs dont il est composé.
Un tel portefeuille a un cofit d’acquisition a la date ¢ «; p, et génére a la date
t + 1 un gain o;y,41 ; son rendement brut apparait aléatoire 2 la date t et vaut
Rpy1(ay) = QY1 /a,’ p: - Ce rendement s’exprime en fonction des rendements
des divers actifs :

al z
Rpsi(e) = S =3 53 R (1.1)
alpf i=1

oll % = o pic/cr; p; . 11 s’agit d’une moyenne de ces rendements pondérés par
les coiits relatifs d’acquisition des divers actifs ; en particulier le rendement du
portefeuille o, ne dépend des quantités o que par I’intermédiaire des coilts
relatifs ;.

iii)  Choix de portefeuille optimal sur une période

Considérons un individu souhaitant acquérir a la date ¢ des actifs pour un
cofit global Wy, . Il peut a priori retenir tout portefeuille a, tel que o, p, = Wy, .
Pour sélectionner un portefeuille parmi ceux ayant ce cofit, on suppose qu’il
maximise une utilité espérée E, u{c,y;+1). Les conditions du premier ordre de
cette maximisation sous contrainte impliquent immédiatement (si u peut &tre
dérivée sous I’ opérateur espérance) que les prix pi,i = 1, ..., n, soient propor-
tionnels aux quantités E;[Vier14'(;¥r+1)]. On appellera facteur d’escompte 8 le
coefficient de proportionalité tel que :

pi =3 E; [)’it+l”’(a;}’r+l)] Vi=1,...,n (1.2)
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On remarquera que le gain aléatoire y;4+1 n’est pas actualisé uniquement par un
facteur fixe §, mais aussi par une fonction u'(¥:4+1) = w'[Wo; Rpr41 ()] du
rendement aléatoire Rp.41(ct;) du portefeuille o, .

iv)  Aspect intertemporel des programmes

de consommation-investissement

Le modele d’optimisation considéré ci-dessus est naif dans la mesure ol
I’individu cherche a maximiser I’utilité espérée de sa richesse en fin de période
(t,t + 1) sans s’inquieter de son avenir au dela de la date ¢t + 1; il s’agit
d’un comportement myope. Un individu qui envisagerait plus rationellement un
programme de consommations présente et futures, C,, Cyy1, Cr42, ... devrait
en effet choisir son portefeuille de fagon a étre indifférent a la marge entre un
investissement supplémentaire dans un actif i ou la consommation immédiate.

L'utilité marginale u’(C,) représente le gain d’utilité apporté par la con-
sommation a la date ¢ d’une unité de bien supplémentaire (en confondant varia-
tion infinitésimale et variation d’une unit€). L’unité de mesure des prix étant ici
I'unité de bien de consommation, on peut donc interpréter le produit p;u'(C;)
comme le supplément d’utilité procuré a la date ¢ par la consommation de la ri-
chesse pj . Inversement, si cette richesse avait été investie dans une unité d’actif
i, elle aurait procuré a la date ¢ 4+ 1 (en cas de consommation) un supplément
d’utilité égal & Y414’ (Cy41). L optimisation intertemporelle de 1’ utilité espérée
conduit ainsi (voir Lucas [1978]) a écrire 1’égalité en espérance (a un facteur
d’escompte & pres) de ces deux gains d’utilité marginaux :

Pitu/(cr) =46E, [}’nt+lu,(cx+l)] Vi=1,...,n. (71.3)

Les équations (7.3) sont connues dans la littérature sous le nom d’équations
d’Euler de maximisation de I’utilité espérée intertemporelle :

> 8"Eru(Curn) (74)
h=0

On remarquera I’analogie formelle entre (7.3) et (7.2) ; il s’agit dans les deux cas
d’une formule d’actualisation, le facteur d’actualisation comportant une partie
aléatoire dont la variable directrice est le rendement du portefeuille dans le
premier cas, et la consommation dans le second. On voit ainsi apparaitre des
facteurs explicatifs des rendements dont le role va étre mis en exergue par les
modeles d’évaluation décrits ci- dessous.

v)  Un modele d’ évaluation synthetique : le modele d’Epstein et Zin

Les deux facteurs essentiels des modeles d’évaluation modernes sont le
rendement du portefeuille Rpm4+1 = Rpry1(c), et la consommation Cyy d’un
individu dit représentatif parce qu’il est censé représenter a lui seul I’ensemble
des investisseurs. Autrement dit R4 est le rendement d’un portefeuille o, qui
serait constitué avec I’ensemble des actifs en circulation sur le marché ; R4 est
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appelé pour cette raison rendement du marché, et est souvent assimilé en premiére
approximation avec un indice représentatif de 1’évolution de la capitalisation
boursiére. De la méme fagon Cy4; est la consommation en volume de toute la
population considérée ; la croissance de cette consommation peut étre assimilée
(si on néglige le probleme des biens durables) a la croissance du produit national
brut.

Dans un article récent Epstein et Zin [1989] proposent la formule d’éva-
luation suivante :

Co\VO-D . '
pir =90 E; |:}’it+l ( gd) RZHIl Vi=1,...,n 1.5)

I

ou § , Y et p sont trois parametres réels donnés. Il ne s’agit pas ici de discuter la
modélisation sophistiquée des choix dans I’incertain intertemporel qui a conduit
Epstein et Zin a cette formule. On remarquera seulement que deux spécifications
trés particulieres de cette formule s’interprétent bien a partir des modeles de choix
de portefeuille décrits dans les paragraphes précédents.

D’une part si ¥ est égal a 1, on retrouve exactement I’équation (7.3),
appliquée 2 un individu représentatif dont la fonction d’utilité s’écrirait u(C;) =
C/! /p .Ce modele d’évaluation, qui ne fait intervenir que la consommation (I’effet
du facteur rendement du marché a été anihilé par la contrainte ¢ = 1), est
dfi a Lucas [1978] et est designé dans la littérature par les initiales CCAPM
(«Consumption-based CAPM »).

Inversement, si p = 1, on retrouve exactement 1’équation (7.2) (le facteur
d’escompte étant maintenant noté & - WOI,_"' au lieu de & ) appliquée a un individu
représentatif dont la fonction d’utilité s’écrirait u(e|y;41) = (& y+1)¥ /¥ . Ce
modele d’évaluation, qui ne fait intervenir que le rendement du marché (I’effet
du facteur consommation a été anihilé par la contrainte o = 1), est le plus
simple puisqu’il néglige I’aspect intertemporel du choix de portefeuille. Il s’agit
en fait d’une version généralisée du CAPM traditionnel de Sharpe [1964], Lintner
[1965], et Mossin [1966].

Depuis I’apparition de ce modele simple jusqu’a la généralisation (7.5)
qu’en ont donné Epstein et Zin [1989], les chercheurs ont été confrontés au pa-
radoxe suivant : le CCAPM, a priori plus satisfaisant pour I’économiste puisque
prenant en compte la dimension intertemporelle, expliquait moins bien les prix
observés des actifs que le CAPM traditionnel. Le modele d’Epstein et Zin re-
concilie les deux approches en emboitant les deux modeles dans un modele plus
général ; de plus, on peut montrer que les parameétres p et ¥ de ce modele général
ont des interprétations économiques satisfaisantes (en termes d’élasticité de sub-
stitution intertemporelle et de mesure d’aversion au risque) méme en dehors des
deux cas extrémes ol ’'un des deux est contraint a étre égal a 1.

On peut remarquer en outre que I’emboitement proposé par Epstein et Zin
consiste a faire une moyenne géometrique (avec la pondération ) des facteurs
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d’actualisation considérés respectivement par le CAPM et le CCAPM dans deux
cas particuliers : CAPM avec utilité logaritmique et CCAPM avec utilité C/ /p.
Si on confond moyenne géometrique et moyenne arithmétique, il s’agit en fait du
procédé général d’emboitement de modeles statistiques proposé par Davidson et
MacKinnon [1981].

7.2.2 Les modéles a facteurs associés au modele d’Epstein et Zin

i) La notion de relation multibéta

Les modeles d’évaluation d’actifs financiers travaillent traditionnellement
en termes de rendements plut6t qu’en termes de gains ; ainsi I’équation d’Epstein
et Zin (7.5) s’écrira dorenavant :

Crpt Y(p—1) vt )
1 =68E:| Ritn c R.,| Yi=1...,n (7.6)
'

Supposons, pour simplifier I’interprétation a ce stade, qu’il existe en outre un
actif non risqué, numéroté 0, dont le rendement Rg;+ ala date ¢ + 1 est connu
désladate t. Sicet actif peut étre incorporé dans le choix de portefeuille, il vérifie
lui aussi une équation du type (7.6), si bien qu’on peut écrire par différence :

Crs1 Vip-1) vl )
0 =E: | (Rit+1 — Ror+1) C Ry | Yi=1...,n M)
:

Cette équation explique les rendements nets espérés By Ri;+1 — Ror41, i =
1,..., n, par une mesure du risque des divers actifs i fondée sur la covariance
conditionnelle a I'information disponible a la date ¢ (notée Cov,) entre leur
rendement et la variable directrice Z,,| = (C,+1/C,)"’("'1)R,f,_£1 :

Cov,(Rit+1, Z .
By Riryt — Ropgy = — Co1Rust Zov) gy ) (7.8)
E: Zin

On obtient bien ainsi un modele d’évaluation d’actifs financiers a un facteur
Z,, au sens ol le risque remunéré de I’actif i est proportionnel a la covariance
entre son rendement et le facteur. Ce risque est évidemment aussi proportionnel
au coefficient béta cher aux financiers, c’est-a-dire au coefficient de regression
affine de Ry parrapporta Z,,; :

Cov(Rits1, Zi41)

R; Z =
BlRitx1/Zi41] Var, Zyos

79

On parlera plus généralement de relations d’évaluation multibétas pour ca-
ractériser des modeles écrivant les rendements nets espérés des divers actifs
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comme combinaisons linéaires de plusieurs coefficients bétas par rapport a plu-
sieurs facteurs. En dehors des deux cas extremes du CAPM et du CCAPM on
a plutdt I’habitude cependant d’écrire le modele d’Epstein et Zin comme un
modele a deux facteurs : consommation et rendement du marché. Cela vient du
fait que ces deux effets sont mélangés a I’intérieur de la variable directrice Z, ;.
Pour décomposer ces deux effets de fagon linéaire (dans I’esprit des relations
multibétas) on s’intéressera au cas usuel en finance ou les rendements sont sup-
posés lognormaux (conditionnellement a I’information disponible en début de
période). Rappelons que cette hypothese de normalité conditionnelle, motivée
par I’additivité des logarithmes des rendements sur des périodes consécutives,
n’est pas contradictoire avec I’aspect leptokurtique des séries financieres.

ii)  Relation d’Epstein et Zin sous ’hypothése de lognormalité

La linéarisation des conditions (7.6) est aisée si ’on suppose que la loi
jointe du vecteur de taille (n + 2) :

c ,
Yij1 = [IOg gllengr+1y|0an+|,.--.IOng+|]

t

= [Yerts Yorsts Yirgts o ooy Yura]

sachant I’information I, disponible 2 la date ¢ est gaussienne. Cette hypothése
est usuelle dans le cadre du CCAPM (voir par exemple Hansen et Singleton
[1983]) puisque le logarithme d’un rendement ou d’un taux de croissance de la
consommation sont additifs sur des périodes consécutives. Toutefois la présence
du rendement du marché dans les composantes de Y, rend cette hypothése quel-
que peu paradoxale, puisque le rendement d’un portefeuille est une combinaison
linéaire des rendements des actifs qui le composent. On admet cependant cette
approximation en considérant que le portefeuille du marché contient d’autres

actifs que les actifs de référence i =1, ..., n. On notera dans la suite :
my = E logRi1,0;
= Var, log Rit+1, i=1,...,n
Mpy = E; 108 R4, O
= Var, log Rm+1 a.10)

my = E;log(Cie1/Cr), orcz,
= Var, log(C,+1/C,)
oiji = Cov,(1og Rir+1,108 Rjr+1)
i = Cov, [log Rir+1, log(Cr1/CH], i, j€{l,2,....n,m}
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La relation (7.6) s’écrit alors :

0 = —logd+mi+ ¥ (p— Dme + (¥ — D
+% {0 +¥2(0 — Dol + (¥ = Doy )
+¥(p — Doict + (¥ — DOim
+Y (-1 —1)ome i=1,...,n

(7.11)

Pour simplifier I'interprétation de (7.11) il est utile, comme on I'a déja
fait, d’introduire un actif non risqué, numéroté 0, dont le rendement Ror41
vérifierait aussi (7.11), avec mg, = log Ro,+1, connu dés la date ¢ (en particulier
org, = 0oer = Oomr = 0). On obtient alors par différence :

2

O
E,log Ri;41 —1og Ror41 = ¥ (1 = p)0ict + (1 = ¥)0im: — 7" - (112

On obtient donc comme annoncé un modele a deux facteurs, la prime de
risque de I’actif i étant déterminée par une combinaison linéaire de ses covariances
conditionnelles avec la consommation et le marché. Cette interprétation usuelle
est cependant un peu abusive puisque la variance conditionnelle de log R;;41
apparait aussi dans la formule d’évaluation (7.12).

Notons que le méme modele a facteurs peut aussi étre obtenu sans utiliser
I’hypothése de lognormalité a partir d’'un developpement limité de (7.6) en
supposant que log Ry 1#(Rijr41 — 1), pour i = 1,2,...,n, m, et que de méme
log(C;+1/C;) est peu différent du taux de croissance de la consommation.

iii) Interprétations alternatives des facteurs

Une condition d’orthogonalité du type (7.6) ou (7.7) peut, selon les besoins
de Iinterprétation, étre traduite de multiples fagons en termes de modele 2 1,
2, 3,...facteurs. Des interprétations a 1 puis a 2 facteurs ont déja été données
respectivement par (7.8) et (7.12). Une fagon usuelle d’obtenir 3 facteurs consiste
a introduire I’aléa de I’inflation. Les formules d’évaluation (7.2), (7.3) et (7.5) ne
s’interpretent bien en effet en termes de comportement d’un individu representatif
que si les quantités qu’elles mettent en jeu sont exprimées en francs constants.

Supposons alors que le taux de I'inflation sur la période (¢, ¢ + 1) soit 7,41, si

bien que les rendements nominaux R, etlaconsommation en valeur C7,; sont
reliés a leurs équivalents en francs constants de la date ¢ par les relations :
_ t ]ﬂr 1, [ yres n,m
it+1 it+17Tr4 , 1, (1.13)

*
+ = Cia1 T
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On déduit alors de (7.6) que :

1 * Y(p=1)
1=38E: | —y5 Rty (—g—‘) (Ra V! Vi=1,...,n. (7.14)
e !

I1 est alors clair qu’avec un raisonnement analogue a celui qui a permis
d’obtenir (7.12), on pourrait deduire de (7.14) un modele a trois facteurs : con-
sommation, inflation et marché, qui pourrait prendre une forme simple sous
I’hypothése qu’il existe un actif numéroté 0 dont le rendement nominal est sans
risque.

Notons enfin que le facteur m,; introduit dans (7.14) pourrait avoir d’au-
tres interpretations : taux de change, marge actuarielle,. ... Ces différents taux
pourraient méme intervenir simultanément. Il est cependant important de remar-
quer que ces facteurs ne sont pas nécéssairement tous de méme nature : cer-
tains sont observables, d’autres non (la consommation instantanée d’un individu
représentatif n’est pas par exemple toujours observable), certains sont évaluables,
d’autres non, au sens ou ils représentent ou non le rendement d’un actif évalué
par le marché. Par exemple, le facteur «rendement du marché » est évaluable,
au sens ol on peut écrire une relation d’évaluation (7.6) pour i = m. Le fac-
teur consommation ne sera pas en général évaluable, & moins d’imaginer un titre
indéxé sur le produit national brut.

En anticipant sur la section statistique 7.3, on imagine bien que seuls
poseront probleme les facteurs non évaluables non observables. Une classification
des modeles a facteurs sera construite dans cet esprit dans la section 7.3 ; on va
déja montrer ici sur I’exemple de la consommation comment un facteur non
évaluable non observable peut étre éliminé des relations d’évaluation.

iv) Modeles a facteurs ne faisant pas intervenir la consommation

Une raison importante de la popularité persistante du CAPM de Sharpe-
Lintner-Mossin par rapport a des mode¢les intertemporels plus sophistiqués est
I’aversion du praticien de la finance pour des modeles faisant intervenir des
variables économiques abstraites difficilement observables comme la consom-
mation. De plus on peut se demander si les mauvaises performances empiriques
de modeles comme le CCAPM ne sont pas simplement dues a des erreurs de
mesure sur la consommation. Ce probleme est si prégnant que le simple titre
«Intertemporal Asset Pricing Without Consumption Data » a pli récemment étre
un bon argument de vente d’un article (voir Campbell [1992]). Nous proposons
dans cette section un travail d’élimination de la consommation analogue 2 celui
de Campbell, mais fondé sur une hypothése différente.

Alors que Campbell suppose que les relations non linéaires de composi-
tion des taux peuvent étre linéarisées, nous nous contenterons pour notre part de
remplacer la consommation par un facteur de risque de taux d’intérét endogéne.
On supposera pour cela que I’information ; disponible 2 ladate ¢ est engendrée
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non seulement par 1’observation de Y;, T < ¢, mais aussi d’une part par 1’ob-
servation du taux sans risque mgy, = log Ror+1, T < t, et d’autre part de K
variables exogenes X, T < f.

On considerera en fait dans la suite deux processus de dimension n4+2+K
supposés stationnaires au second ordre : le processus

Y =1v, X1,
et le processus
Z, = [log Ry;1, 108 Ruur, 10g Ryr, - .., log Ry, X} ]

Le modele statistique paramétrique usuel dans ce contexte (voir par exemple Han-
sen et Singleton [1983], Evans et Wachtel [1990],...) consiste a supposer que,
conditionnellement a I, le vecteur Y;4; est gaussien de variance réguliere X (/)
et d’espérance conditionnelle donnée sous une forme autoregressive. Il est par
ailleurs usuel en finance (en particulier pour la spécification de modeles en temps
continu) de considérer qu’il est toujours possible de se donner un ensemble suffi-
sament important de variables d’état pour que les processus multivariés considérés
en temps discret soient markoviens d’ordre 1. C’est pourquoi on s’ intéresseradans
cette section aux variables d’état X, qui assurent que ¥, soit markovien d’ordre
1. On se placera pour simplifier dans cette section d’interprétation financiére dans
un contexte d’homoscédaticité conditionnelle (X (/;) = T matrice constante) ol
les variables d’état X, sont «exogenes» par rapport a la consommation au sens
o, relativement a I’information /; le processus de consommation ne cause pas
le processus X :

U

E(XI+1 | It) = E [X,+l| [(Yir)/zm,ll,...,n ’ X;]‘[Sl] (715)

4

= bx + Yy [(Yi)icm12...n0 X1)

ou by et ®y sont des matrices données, la derniere égalité provenant du ca-
ractere markovien gaussien des processus considérés. En revanche le travail
d’élimination de la consommation que nous allons entreprendre n’a évidemment
de sens que parce que celle-ci cause le vecteur des rendements :

E[(Yit1)icm 1.2, | 11] (1.16)

#E [(Yir+l)i=m,1,2,...,n I [(Yil);=m,l,2,.4.,n ) X:]:g;] .

On se propose ici de montrer que dans la mesure ol le modele financier (7.6)
n’est pas remis en question, le modele statistique peut trés généralement étre
formulé de maniére équivalente pour le processus Z,, ce qui présente 1’avantage
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de permettre une étude statistique ne portant que sur des données financieres
(sans utiliser les données de consommation peu fiables). On montrera en méme
temps que le processus d’innovation de log(C;+/C;) est une forme linéaire du
processus d’innovation de Z,, ce qui permet de faire apparaitre (7.12) comme
une relation multibéta n’utilisant pas la consommation.

On part du modele général (7.12) de la prime de risque, écrit non seulement
pour les actifs élémentaires { = 1,...,n, mais aussi pour le rendement du
marché :

mi = mo + Y (1 — p)0ier + (1 — ¥)Oimy 7.17)
2
_Cit Vi=1,2,...,n,m.

2

Ce modele est complété par la relation d’évaluation de Iactif sans risque :

moy = logs+ ¥ (1 — pIme + (1 — Yy (7.18)
1
+, (v2p — D2 + @ = Do} + 29 (0 — VW — Doma} .

Pour que cette relation exprime aussi m, en fonction de mq,, on élimine dans
(7.18) m,,, gracea (7.17) écritpour i =m :

mey = (1—p)’! Imo, +logé + ; [¥(p — 1)?02 +(1 - :/;)a,f,,]} . (7.19)

Le modele financier produit donc les équations (7.17) et (7.19) exprimant E, Y,
en fonction de my, et des moments du second ordre.

Sous I’hypothése d’homoscédasticité conditionnelle, le modele financier
montre donc en particulier que la dynamique des rendements est complétement
détérminée par la dynamique soit du rendement de I’ actif sans risque (voir (7.17))
soit par celle de la consommation (voir (7.19)). Cette remarque est a la base du
théoréme ci-dessous, qui montre qu’au lieu de définir la dynamique 2 partir de
celle du processus de consommation”) on peut tout aussi bien la définir a partir
de celle du processus de taux d’intérét sans risque, étant entendu que

me+1 = log Ror+2

apparait risqué a ladate ¢, puisque ce taux sans risque sur la période (¢ +1, t +2)
ne sera en général connu qu’a la date ¢ + 1. Alors que

)Iil+| =logRit+1ai =1»27'~-1n;m

™ Voir par exemple Giovannini et Jorion [1989] et Tauchen et Hussey [1991], qui se
donnent pour la consommation une dynamique AR(1) avec résidus ARCH.
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s’interpréete comme le taux de rendement d’un placement dans I’actif i sur la
période (¢, t + 1) (en confondant comme d’habitude log R;;+1 et Ry — 1),

Yory1 = log Rosy2

ne s’interpréte comme le taux de rendement d’un placement sur la période
(t,t + 1) qu’a condition d’imaginer une obligation 2 taux variable indexée sur
le taux sans risque 2 venir.

Théoréme 7.1

Sous les hypotheéses (7.15), (7.16), (7.17) et (7.19), les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(P1) Y.y est conditionnellement gaussien sachant I,, de variance réguliére
constante ¥ avec:

E(th+1 Ilt) =b. + (DZ,?,,

ol Yooy = log(Cx+1/C¢)-

(P2) Z,4 est conditionnellement gaussien sachant I,, de variance réguliére
constante Q2 avec :

E (Yor41l1)) = do + Iy Z,

et Yo, est une fonction affine de 17,.

De plus, si ces propriétés sont vérifiées, f’,.H et Z,4+1 sont des processus
VAR(1) gaussiens (pour un choix convenable d’une condition initiale), le
processus d’innovation de )7,+| (resp. Z,4)) étant une fonction linéaire
du processus d’innovation de Z,., (resp. YH., ).

Ce théoréeme, démontré en annexe A, prouve que le modele statistique usuel
relatif au processus ¥, peut étre formulé de maniére équivalente pour le processus
Z, .1l n’y a donc aucune nécéssité d’utiliser des données de consommation, une
variable de taux d’intérét pouvant toujours remplacer la variable d’état « taux de
croissance de la consommation». Ainsi, on a montré, comme dans le chapitre
5, que des facteurs exogeénes peuvent toujours étre remplacés par des facteurs
endogenes ; bien entendu, les arguments financiers utilisés ici pour cette substi-
tution ne sont pas exactement equivalents aux arguments statistiques invoqués
dans le chapitre 5. Ce type de substitution est aussi largement pratiqué dans les
modeles de la structure par terme des taux d’intérét® ol I’on peut remplacer des
variables d’état représentatives de la technologie, de I’inflation,. . . par des taux
d’intérét a des échéances particulieres (taux long, taux court,...). On pourrait
d’ailleurs montrer® que des taux de rendement d’obligations de maturité plus

@) Voir par exemple Cox,Ingersoll et Ross [1985a] et [1985b].
) Voir Pastorello et Renault [1992].
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longue peuvent étre utilisés de maniére analogue au théoreme 7.1 ci-dessus pour
éliminer la consommation dans le contexte de processus autoregressifs d’ordre
supérieur a 1.

La liaison linéaire entre les innovations des processus Y et Z permet en
outre d’écrire que :

n
Yot =B Your = ) (Yiry1 = By Yie) (7.20)
i=0

+ap (Ymr+1 - Er le+l) + a;( (XI+I —E; Xt+l)

oll &g, Oy, ..., U, &,y et les coéfficients de ay sont des réels donnés (ap # 0).
Par conséquent pour tout actif j donné, oj est aussi lacovariance conditionnelle
a I; entre log R;;1| et la variable

n
’
Fi= _S_ i Yip1 + m Y + @y Xiy.
i=0

Autrement dit, la relation multibéta (7.12) peut aussi étre écrite :

E:log Rjiy1 — log Ro41

o2
= ¥ (1 — p) Cov,(log Rjr+1, Fo)+ A = 9¥)oim — 2” .
Il s’agit encore d’un modele financier a deux facteurs, mais ceux-ci peuvent
maintenant s’interpréter comme les rendements de deux actifs financiers : le por-
tefeuille du marché et un portefeuille qui combinerait les actifs de rendement
Yiey1,i =0,1,2,...,n,m, enproportion e;, i =0, 1,2,..., n, m etde rende-
ment Xy 41,k =1,..., K, en proportions définies par ay . Cette interprétation
suppose bien str que I’on admette qu’il existe K actifs dont les rendements
sont parfaitement corrélés avec les variables d’état Xy, 41,k = 1,..., K ; c’est
la notion de « mimicking factor» usuelle en finance® . En tout cas, la consom-
mation a effectivement été remplacée par le « mimicking factor» F,, ;. Comme
nous 1’avons dit plus haut, Campbell [1992] a obtenu plusieurs interprétations
analogues, mais au prix de linéarisations approchées de la contrainte de budget

intertemporelle.

7.3 CLASSIFICATION DES MODELES A FACTEURS

Le premier principe de discrimination entre les facteurs sera leur position
vis-2-vis du modele financier: facteurs endogénes (c’est-a-dire évalués par le
modele financier) ou facteurs exogénes (variables de conjoncture déterminées

“ Voir Huberman, Kandel et Stambaugh [1987].
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a I'extérieur de la sphere financiere). Cette opposition endogéne/exogene ne
présuppose pas le caractére endogéne ou non au sens statistique du terme® des
variables considérées. Au contraire, la classification statistique endogéne/exoge-
ne viendra compléter la distinction liée au modele financier.

On se place dans un modele financier qui aboutit a une relation d’évaluation
du type de celles considérées dans la section 7.2 :

4 m
A =E | R [[ Xjerr [T Rurn (7.21)
j=1 h=1

pour les actifs risqués i = 1,2,...,n. Dans cette relation A est une con-
stante réelle donnée, les variables X, 11, j = 1,..., £, représentent des facteurs
exogenes au sens financier (par exemple le taux de croissance de la consom-
mation), alors que les variables ﬁh,+1, h=1,...,m,sont des facteurs dits en-
dogenes parce que larelation (7.21) est valide en particulier pour Rj+) = Rm+1 ;
les facteurs endogenes, comme par exemple le rendement du marché, sont eux-
mémes évalués par le modele financier. Un facteur comme le taux d’inflation (voir
subsection (iii) de la section 7.2.2, pp. 142-143) peut étre endogene ou exogene
selon qu’il existe ou non une possibilité¢ de dupliquer le taux d’inflation par le
rendement d’un portefeuille financier. De facon générale, on peut imaginer un
modele financier faisant intervenir simultanément un grand nombre de facteurs
endogenes et/ou exogénes : consommation, production, inflation, taux de change,
rendements des différents marchés,. ... On considerera d’abord dans la section
7.3.1 des contextes ol les facteurs exogénes sont directement reliés a des facteurs
statistiquement observables.

7.3.1 Le role des facteurs exogénes
i) Modéeles dynamiques a facteurs

Les modeles dynamiques a facteurs, définis dans la section 5.2.2, peu-
vent trouver un fondement structurel dans une relation d’évaluation du type
(7.21). Le role des facteurs F; fondant le modele statistique (5.6) est alors celui
d’un résumé statistique qui permet d’oublier les caractéristiques individuelles de
I’agent représentatif intervenant éventuellement dans (7.21) (fonction d’utilité,
consommation,. .. ). On se permettra pour cela un léger changement de notations
par rapport a la section précédente, en posant

Yis1 = [Riy1 — Ru1ligign »

vecteur des rendements nets des n actifs considérés. Une relation d’évaluation
générale du type (7.21) peut toujours alors étre mise par différence sous la forme :

E (Y Za) =0  Vi=1,2,...,n (1.22)

) Voir Gourieroux et Monfort [1989].
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ol la variable directrice Z,;| (variable aléatoire réelle) est un agrégat qui contient
les facteurs explicatifs du modele financier, et en particulier les caractéristiques
individuelles de 1’agent représentatif (voir par exemple (7.7) et (7.8)). Un vecteur

Fir = [Funli<egk
de K facteurs observables, peut alors étre introduit pour résumer I’effet de

I’agrégat (en général non observable) Z,,, sur la dynamique des rendements.
On suppose plus précisément que :

K
Ziyy = by + ZbkrFer'. k=1,...,K (7.23q)

k=1
K

E (Yier1 | Fry1) = Mi[+2ﬂikar+1 (7.23b)
=1

Var, (Y 1| Fiy) = Q (7.23¢c)

ou lesréels i, Bix, by, , ainsi que les coefficients la matrice 2 sont déterministes
(compte tenu de I’information disponible a la date t). On remarquera que les
« coefficients bétas » de la régression de Yi4 sur les différents facteurs, de
méme que le « risque idiosyncratique » 2 (la variabilité des rendements non
expliquée par les facteurs) sont supposés invariants dans le temps. En effet, si
ces coefficients dependaient de I’information disponible a la date ¢, les facteurs
Fu+i,k = 1,2, ..., K, ne joueraient pas completement leur role de résumé
de I'information pertinente pour prévoir les gains ou les rendements. Il faut
remarquer a ce sujet que 1’équation (7.22) ne contraint ¥;,4; qu’a une homothétie
pres (de rapport appartenant a I’information /;) si bien que (7.23) pourra dans la
suite selon le contexte étre interprétée en considérant soit que Y;,4; est un taux
de rendement net (Y;;41 = Riry1 — Ror41), s0it que Yir4) est un gain net ou
«valeur actuelle nette » (Yi;+1 = Yir+1 — Ror+1 Pir) . En outre, les coefficients by,
de la combinaison affine qui relie la variable directrice Z,+; aux facteurs F, 4
peuvent eux dependre de I’information disponible 4 la date ¢.

Puisque d’apres (7.23):

K
it =E Yieg1 — Z Bik Bt Freq1
k=1

on voit que les facteurs Fj,41 sont définis a une translation détérministe pres
(compte tenu de I’information disponible a la date ¢), une telle translation ne
faisant que modifier la valeur des intercepts py et bg . On peut en particulier
toujours choisir une translation de fagon que :

E(Fup1+Zie) =0,  Vk=1,2,...,K. (7.24)
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11 suffit pour cela d’imposer que :

COV;(Fk;+l, Z!+l)

EleH-l = - E Zit
t41

enadmettant que E, Z, estnonnul, ce qui est le cas dans tous les modéles usuels.
Par exemple, dans (7.2) ou (7.3), Z,41 = /(¢ ¥14+1) ou Zy 4y = u'(Ci41), avec u
fonction strictement croissante et donc Z, 4 est a valeurs strictement positives.
La relation d’évaluation (7.22), qui s’écrit :

E: Yity1+ E; Ziy + Cov;(Yis41, Zi1)=0

peut alors, compte tenu de (7.23) et (7.24), étre écrite sous les formes équivalen-
tes:

Ei Yis1- B Z 4y + Cov, [Es(Yiet |Fi41), Zip]1 =0
d’apres (7.23a), ou:

X
EiYieq1 E/Ziy + Zﬂik Covi(Fi41, Zi41) =0
k=1

d’apres (7.23b) ou encore :

K
E Yin = Zﬁik E: Fiuti

k=1

d’apres (7.24). Remarquons enfin que (7.24) est automatiquement vérifiée si les
facteurs sont endogénes, puisque si

n
Foyi = Z axi Yira1,
i=1

(7.24) se déduit immédiatement de (7.22).

On a donc demontré :

Théoréme 7.2

En postulant le modéle a facteurs (7.23), ceux-ci peuvent toujours étre choisis
de fagcon a vérifier aussi (7.24), et alors la relation d’évaluation (7.22) est
caractérisée par la nullité de Uintercept pi.. De plus, (7.24) est impliquée par
(7.22) dans le cas de facteurs endogénes.

Ainsi, la relation d’évaluation (7.22) se caractérise (sous 1I’hypothese
(7.23)) par un modéle dynamique a facteurs au sens de (5.6) :

E(Yisi|Frt1) = BFp

Var,(Y,+1|F,+1) = Q.

(7.25)
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Gourieroux, Monfort et Renault [1991b] ont montré comment, dans le
contexte d’un modele de ce type, il est possible d’identifier statistiquement le
sous-ensemble des facteurs pertinents, ou au contraire de tester I’ oubli de facteurs.
De tels tests (en particulier tests sur le noyau, I’image et le rang de la matrice B)
permettent de comparer la validité des différents modeles financiers proposés, en
donnant une réponse statistique a des questions du type : la consommation est-
elle un facteur essentiel ?, le rendement du marché mesuré par tel indice boursier
est-il un résumé convenable ?,. . .. L’application de ces tests & I’évaluation de la
performance de portefeuilles sera discutée dans la section 7.4.

ii) Endogénéisation statistique des facteurs exogenes

Le modéle dynamique a facteurs considéré dans la section précédente ne
s’intéresse qu’a la regression d’un vecteur Y;4; de taux de rendements sur un
vecteur Fyy) de facteurs conditionnellement a I’information /, engendrée par
I’observation jusqu’a la date ¢ des rendements et des facteurs F;, v < ¢t.Laloi
marginale des facteurs F; n’est jamais modélisée.

La tradition initiée par Hansen et Singleton [1983] dans un contexte d’ho-
moscédasticité conditionnelle et perpétuée par Giovannini et Jorion [1989], Tau-
chen et Hussey [1991],...dans un contexte ARCH consiste au contraire a se
donner la loi marginale des facteurs F, pour en déduire la loi jointe des rende-
ments et des facteurs. On a déja montré dans la section 7.2 comment la donnée
de la dynamique de la consommation (ou de maniére équivalente du taux sans
risque) pouvait, dans le contexte du modele d’Epstein et Zin, déterminer la dyna-
mique de tous les rendements. Considérons plus généralement le modele (7.21)
en admettant que la loi jointe du logarithme de toutes les variables considérées
conditionnelle a I’information I, soit normale. Les équations (7.21) permet-
tent alors (de maniére analogue a ce qui a été fait dans (7.11)) d’exprimer les
prévisions optimales E,log Ri+1 des rendements en fonction des prévisions opti-
males des autres variables et des variances- covariances conditionnelles. Plusieurs
approches statistiques sont alors envisageables :

e Soit comme Hansen et Singleton [1983] on suppose que le vecteur des
logarithmes des variables considérées suit un processus vectoriel auto-
regressif gaussien (et donc homoscédastique). Les équations (7.21) ap-
paraissent alors comme un systéme de contraintes sur les paramétres de
ce processus VAR (contraintes qui définissent en outre éventuellement des
parametres auxiliaires introduits dans (7.21) comme § , p et ¥ dans le
cas particulier (7.6)). Les parametres d’intérét peuvent alors étre estimés
de maniére asymptotiquement efficace par le maximum de vraisemblance
contraint. Dans la mesure ou tous les facteurs sont observables, la seule
difficulté est numérique parce que les contraintes mélangent les parametres
d’espérance et de variance (voir par exemple (7.11)), ce qui interdit d’es-
timer simplement par moindres carrés. Si de plus certains facteurs comme
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la consommation posent des problemes d’observabilité, les parametres
d’intérét peuvent ne pas étre tous identifiables. On a proposé par exemple
dans notre Théoreme 1 de remplacer le processus VAR consommation-
rendements par un processus VAR taux d’intérét-rendements ; ce faisant
on perd partiellement I’identifiabilité des paramétres individuels p, § et
¥ (voir Pastorello et Renault [1992]).

e L’autre approche consiste a se donner simplement la loi du processus
des variables d’état, et a en deduire par le modele d’évaluation (7.21)
la loi du processus des rendements. Ceci permet en particulier d’aboutir
a une spécification de 1’hétéroscédasticité conditionnelle des rendements
par construction compatible avec le modele d’évaluation. C’est ainsi que
Giovannini et Jorion [1989], dans le cadre du modele d’Epstein et Zin
[1989] spécifient un modele autoregressif d’ordre 1 pour la consommation
et supposent que le vecteur des innovations (consommation et rendements)
suit un processus GARCH(1,1) diagonal (voir chapitre 5). Ils peuvent
alors, a partir de (7.11) et de I’hypothese de lognormalité jointe, inférer
la loi jointe du processus consommation-rendements. Bonomo et Garcia
[1991] et Tauchen et Hussey [1991] ont une approche plus structurelle en
recherchant les parametres de la fonction d’utilité qui rendent compatibles
les caractéristiques des rendements observés avec I’équation d’évaluation
(7.3) du CCAPM. IIs ne postulent pas la lognormalité des rendements, et
considerent un modele trés général de la dynamique de la consommation ;
ce modele trés général peut toujours étre approché par un modele a facteurs
discrets (voir section 5.3) si bien qu’il est possible de chercher directement
par «calibrage » les valeurs des parametres d’intérét qui rendent le mieux
compte des évidences empiriques.

7.3.2 Le role des facteurs endogénes

Le caractere endogene (vis-a-vis du modele financier) de certains facteurs
peut permettre soit, si nécessaire, d’éliminer des facteurs qui posent un probleme
d’observabilité statistique, soit, sinon, de réduire la dimension de I’incertitude
naturellement associée au modele financier.

i) Elimination de facteurs non observables

Les facteurs non observables explicatifs de la dynamique du prix d’un actif
i intéressent le financier a deux niveaux : celui du rendement espéré E; Ri,41,
et celui du risque associé a ce rendement, mesuré par la variance conditionnelle
Var; Rj;+ etaussi éventuellement (en particulier dans une optique de couverture)
par la covariance conditionnelle Cov,(R;;41, Rj;4+1) avec le rendement d’autres
actifs. Il s’agit donc de généraliser les résultats de la subsection (iv) de la
section 7.2.2, subsection ou I’on a montré comment il était possible d’éliminer
le facteur consommation dans un contexte d’homoscédasticité conditionnelle.
Cette généralisation peut étre envisagée dans deux directions que I’on étudiera
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séparément pour simplifier :

e D’une part, on peut s’intéresser a un modele financier du type (7.21) plus
général que celui d’Epstein et Zin, sans remettre en question I’hypothese
d’homoscédasticité conditionnelle.

e D’autre part, on peut au contraire considérer un modele statistique plus
général, autorisant 1I’hétéroscédasticité conditionnelle.

a) Modeéle général avec homoscédasticité

Si les logarithmes des variables intervenant dans la relation d’évaluation
(7.21) constituent de maniere jointe un processus vectoriel autoregressif d’ordre
p, qui engendre la filtration d’information /, (on pourrait aisement généraliser
comme dans le Théoreme 1 au cas ol le caractere autoregressif n’est obtenu
qu’apres ajout d’autres variables exogenes), on déduit de (7.21) (avec des nota-
tions évidentes) que :

14 m
E/log Rip1 + ) _E/log Xjrs1 + Y E,log Ry = ai (7.26)
j=1 h=1

oll a; est une constante réelle donnée. (7.26) définit un systeme de contraintes
sur les parametres d’espérance du processus VAR Y, avec:

F, = [1ogR,-,+l,i =1, mlogXjm.j=1,....6

logﬁh,ﬂ,h = l,...,m]

Si ces parametres ne peuvent étre estimés par le maximum de vrai-
semblance contraint parce que certaines composantes de Y, (certains facteurs
exogenes log X ;41 ) sont non observables, on peut généraliser le Théoreme 1 en
fondant I’inférence statistique sur un processus VAR Z, observable parce que les
composantes log X, ont été remplacées par des facteurs évalués par le marché.
De tels facteurs sont bijectivement reliés aux facteurs exogénes par I’équation
(7.26), dont on déduit aisement 1’analogue de la preuve du Théoréme 1 a partir
de (7.17).

b) Modeéle d’Epstein et Zin avec hétéroscédasticité

.Le principe de démonstration rappelé ci-dessus ne fonctionne plus en
présence d’hétéroscédasticité conditionnelle ; en effet dans ce cas le coefficient
a; introduit dans (7.26) depend lui méme de I’information disponible a la date
t, si bien que I’observation du seul rendement de I’actif { associé a la contrainte
(7.26) ne permet pas de caractériser a la fois les contraintes sur la dynamique
des moments du premier et du second ordre. Deux types de solution peuvent a
ce stade étre envisagés bien qu’ils aient encore peu été développés a ce jour dans
la littérature :
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e Puisque I’on ne peut pas espérer déduire d’une seule contrainte (7.26)
une spécification des deux dynamiques des moments du premier et du
second ordre, on peut chercher & caractériser les restrictions imposées
par (7.26) a une dynamique générale. Il s’agirait donc de congevoir une
notion de modele ARCH-M multivarié€ dans lequel espérances et variances
covariances conditionnelles évoluerait conjointement. On manque encore
a ce jour de modeles parcimonieux satisfaisant pour ce type de probleme.

e L’autre solution consiste & ajouter a (7.26) une autre contrainte fournie par -
I’observation du prix d’un actif dérivé de I’actif i (actif dont le prix sera
directement relié a celui de I’actif i ). C’est ce prix qui jouera le role du
facteur endogene qui nous manque. De ce point de vue, les prix d’options
sont particulierement intéressants parce que une option d’achat (ou de
vente) de I’actif i a un prix directement fonction de la volatilité (écart type
conditionnel du rendement) de celui-ci.

Considérons, a titre d’illustration de cette derniere solution, la méthode proposée
par Renault et Touzi [1992], dans le contexte d’un modele a volatilité stochastique
introduit par Hull et White [1987]. L'idée de ce modele est de considérer le
processus de prix S; d’une action sous la forme :

dS; = ﬂS[dt + O'fS;dB“ (727)

ol By, est un mouvement brownien standard et o; est un processus indépendant
de Bj;. On peut envisager en particulier le cas o une certaine fonction f(o;)
suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

df(o;) =a[b— f(o)]dt + cdBy (7.28)

avec B, mouvement brownien standard indépendant de Bj,. Un tel modéle
a déja été considéré au chapitre 6 (voir (6.25)) avec f(o;) = logo, mais By,
éventuellement corrélé avec By, . L hypothése de non correlation est relativement
compatible avec I’observation statistique et simplifiera beaucoup les raisonne-
ments ci-dessous puisqu’elle permettra de caractériser indépendemment les dy-
namiques du prix de I’option et du prix de I’action support. De fagon générale
S () doitétre une bijection connue de R} dans R, puisque o; s’interpréte comme
la volatilité du processus de prix :

.1 Sth
ol = lim ; Var, [ :g } (7.29)

t

o caractérise donc de maniére instantanée la variance conditionnelle du rende-

ment d’un investissement dans I’action de prix S, . L’espérance conditionnelle de
celui-ci est caractérisée par le terme constant [ :

. 1 Sr+h
=1 —11. 7.30
ad hl-IR) h Er [ S; ] ( )
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Le modele d’Hull et White (7.27) est la généralisation naturelle du célebre modéle
de Black et Scholes [1973] dans lequel la volatilité o, était supposée constante.
Le résultat de ces modeles, congus pour I’évaluation d’ options, peut étre retrouvé
simplement a partir du modele d’Epstein et Zin. Une option d’achat émise a la
date ¢ sur I’action considérée et pouvant étre exercée a la date ¢ +1 procurera a
son détenteur a cette date le gain y,41 = max{0, S;+1 — K}, ol K est le prix
d’exercice de cette option. Son prix a ladate ¢ doit donc selon le modele d’Epstein
et Zin étre donné par (voir (7.5)) :

Crr " v—1
P, = 8 E, | max(0, S;41 —K)( c ) RV (1.31)
On a par ailleurs bien entendu toujours la relation d’Epstein et Zin pour la
valorisation de I’action :

Crai vip—1) b-t
St - 5 E' Sr+] T Rmt+l . (7.32)
t

Ce sont ces deux équations qui vont pouvoir étre utilisées simultanément
avec les équations de valorisation du rendement du marché et de I’actif sans
risque pour éliminer non seulement le facteur exogéne consommation, mais aussi
le facteur exogéne qui est introduit dans le processus de volatilité (en temps
continu ce facteur est représenté par le brownien By ). Sans donner les détails
techniques‘®, on peut déja remarquer que pour le calcul des espérances (7.31) et
(7.32) I’indépendance des browniens By, et By, assure que, conditionnellement
a I’information I, (engendrée ici par B, et By;, T < t), et conditionnellement
a la valeur du processus de volatilité o, pour # < v < ¢t + 1, log(S;4,/S;) suit
la loi normale de moyenne u — V, /2, et de variance V;, avec:

r+1
v, = f o2dr. (7.33)
t

Conditionnellement a la trajectoire de la volatilité, on récupére donc dans ce
modele la propriété de lognormalité des rendements, et on remarque de plus
que cette loi conditionnelle ne depend de la trajectoire de la volatilité que
par ’'intermédiaire de la valeur moyenne de celle-ci sur la période (¢,t +
1). Il est donc relativement naturel de prolonger cette propriété en supposant
que, conditionnellement a I, et a la valeur de V,, la loi jointe du processus
[log(S:+1/S:),10g(Cy41/Ct), log Rpmp 1] est normale. Sous cette hypothese on
peut montrer (voir Renault et Touzi [1992]) que :

pesfefo (G )] oG ) o

© Nous renvoyons le lecteur 2 Renault et Touzi [1992].
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ou & est la fonction de repartition de la loi normale centrée et réduite, et
x; = log(S;Ror+1/K). Dans la démonstration de (7.34) a partir de (7.31), la
consommation, les parametres individuels p, ¥ et § , ainsi que le taux de
rendement instantané espéré u ont été éliminés grace aux relations de valorisation
de I'actif sans risque, du portefeuille du marché et de I’action. P, calculé
par (7.34), est en fait une fonction déterministe de o, (par I’intermédiaire du
conditionnement implicite dans 1’opérateur E,), et I’on montre dans Renault
et Touzi [1992] que cette fonction est bijective. Le prix de I’option peut donc
bien remplacer pour I’inférence statistique 1’observation du facteur exogéne de
volatilité ; cette remarque est utilisée systématiquement dans Renault et Touzi
[1992] pour estimer les paramétres du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (7.28).
La problématique est donc trés différente de celle envisagée au chapitre 6, ou
I’estimation de ces parametres a été étudiée sans utiliser des observations sur le
prix d’options.

ii) La réduction de la dimension de Pincertitude

Il a été montré au chapitre 5 (voir section 5.2.3) que la notion de fac-
teur endogeéne permettait de définir des paramétrages parcimonieux de modgeles
GARCH multivariés. Ces paramétrages étaient obtenus en considérant K fac-
teurs F, = a'Y,, a coefficients fixes sur les rendements (ou les gains) nets Y;; (un
facteur est défini par une colonne de la matrice a) qui constituaient eux mémes
des processus GARCH. On réduisait ainsi substantiellement (dans la mesure ou
K est petit devant la dimension n de Y,) la dimension de I’espace décrit par la
trajectoire de Var, Y,4,.

On se propose dans cette section de relier davantage cette hypothese a
la théorie financiere. On se placera pour simplifier dans le cadre du modele
(7.2) de choix de portefeuille optimal sur une période. En notant ici Y4 =
Vit 1 — Ror+1 Pir le gain net de I’actif i, on déduit de la relation d’évaluation (7.2)
&crite a la fois pour I’actif { et pour I’actif sans risque :

pit = S Es[Vir 14’ (@ V141)] Vi=1,...,n
et
1 =36E [R0r+|ul(a;)’r+l)]

que par différence :
0 =E [Yirr1'(Gia1)] Yi=1,...,n (7.35)

ol Gy1 = ajy+1 désigne le gain du portefeuille optimal «;. La relation
fondamentale (7.35) va nous permettre d’introduire successivement la notion

de portefeuille efficient et celle de portefeuilles de base définissant les facteurs
exogenes.
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a) La notion de portefeuille efficient

Supposons dans un premier temps que le vecteur Y;4; des gains nets (oude
maniére équivalente le vecteur des rendements) soit gaussien conditionnellement
a I'information I, disponible a la date ¢. Notons que la lognormalité et la
normalité sont sensiblement équivalentes dans la mesure ol I’on confond comme
c’est usuel log R;;4) avec le taux de rendement R;,41 — 1. L’avantage ici de la
loi normale est sa stabilité par combinaison linéaire et la propriété€ de linéarité de
’espérance conditionnelle :

E/(Yirs11G 1) = pic + BitGrn (7.36)

puisque G4+ est une fonction linéaire du vecteur gaussien Y;4; (conditionnel-
lement a [;a, i et B sont déterministes).

La condition (7.35) :
0 =E; Yirs1- E 4/ (Gr11) 4 Covi [Yir41, #'(Gr1)]
s’écrit donc, compte tenu de (7.36) :
0 =E: Yir41- Er t/(Gra1) + B Covi [(G i1, 4/ (Gri)]- (7.37)

On remarque que Cov,[G,41, ' (G+1)] est négatif (1’ est decroissante puisque
u est concave) si bien que (7.37) traduit I’idée essentielle du CAPM de Sharpe,
Lintner et Mossin : les gains nets espérés sont une fonction linéaire croissante des
coefficients bétas par rapport au portefeuille optimal. C’est la notion de droite de
marché, cas particulier des relations multibétas décrites dans la section 7.2. On
retiendra a ce stade que I’individu choisit un portefeuille G4, tel que:

E: Yig1 = & Covi (Y41, Git1)

ol & est un réel connu a la date ¢ (on rappelle que le coefficient béta est défini
par Bit = Cov,(Yir41, G141)/ Var; (G,41) ). Puisque G4 = Y41, on trouve :

_1!
&

a;

[Var, Yt+l]_1 E:Yiq1. (7.38)

Ainsi, a un facteur multiplicatif pres, le portefeuille optimal ¢, ne de-
pend pas des caractéristiques individuelles de I’agent résumées dans la fonc-
tion d’utilité u(-). La notion de portefeuille de marché censé étre détenu par
un agent «représentatif», prend donc ici tout son sens puisque tous les por-
tefeuilles individuels sont proportionels au portefeuille de composition x, =
[Var, Y, 1117 E, Y;41 . Le portefeuille de marché, somme des portefeuilles indi-
viduels, sera donc lui méme proportionnel a x,, et tous ces portefeuilles auront
le méme rendement R4 -

On peut considérer a titre d’illustration le cas particulier d’une fonction
d’utilité exponentielle: u(Gs+1) = —exp{—nG+1}, ol n est une constante
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positive mesurant 1’aversion pour le risque de I'individu; n est généralement
appelé «indice d’Arrow-Pratt d’aversion absolue pour le risque »” . Dans ce
cas, sous I’hypothése de normalité conditionnelle des rendements :

2
n
E: u(Gry) = —exp (—'7 E G+ > Var, Gr+1) .

On voit donc ici que la maximisation de I’utilité espérée se ramene a la minimi-
sation de la variance du gain, pour un gain espéré donné. On peut ainsi montrer
que I’ensemble des portefeuilles proportionnels a x; , c’est-a-dire I’ensemble des
portefeuilles susceptibles d’€tre optimaux pour une certaine fonction d’utilité
u(-) dans un contexte gaussien, coincide avec I’ensemble des portefeuilles dits
efficients (au sens de Markowitz [1959]) parce qu’ils minimisent une certaine
mesure du risque (la variance) a gain espéré donné.

b) Les portefeuilles de base

Les relations (7.35) et (7.36) peuvent dans certains cas permettre d’écrire
un modele dynamique a 1 facteur de la méme fagon qu’on a introduit des modeles
dynamiques & K facteurs a partir de (7.22) et (7.23). Mais il faudrait pour cela
que le coefficient B; de la regression affine du gain net de ’actif i, Y;,41, surle
gain net G4 du portefeuille ne depende pas de I’information conditionnante I,.
Si tel n’est pas le cas, on peut imaginer que 1’analogue des relations (7.23) soit
vérifiéavec Z,+; = G,4 . Ceciest particulierement intéressant pour I’application
pratique si les facteurs Fy,41,k = 1,2, ..., K, s’interpretent comme les gains
nets de K portefeuilles de base de composition fixe :

Fryi=a'Y. (7.39)
Dans (7.39) les coefficients réels a;;, i = 1, ..., n, désignent les quantités des
actifs i = 1, ..., n qui constituent le portefeuille de base numéroté &, sibien que

le gain net Fi;4; de ce portefeuille s’écrit bien comme la combinaison linéaire :
n
Fie1 = Zaki Yitt1.
i=1

Supposer, comme dans (7.23a), que G,4; est une combinaison affine des
Fy4+1 revient donc a supposer qu’a chaque date le portefeuille optimal peut étre
constitué en combinant les K portefeuilles de base invariants dans le temps
avec le placement sans risque ; méme si les coefficients de cette combinaison
affine peuvent, eux, varier, le nombre de transactions pour constituer a chaque
date un portefeuille optimal est ainsi grandement minimisé si les portefeuilles
de base sont proposés directement sur le marché (d’oti I’importance des SICAV,
ou des fonds communs de placement en pratique). Compte tenu de (7.38), cette

™ Voir par exemple Laffont [1983] pour I’interprétation de cet indice.
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hypothese est clairement caractérisée par la restriction suivante sur la dynamique
des gains :

[Var, Y,41]7" E; Y41 € Im(a). (7.40a)
Dans ce contexte la condition (7.23b), qui exprime la constance des coefficients

bétas de la matrice Cov,(Y;41, Fip1)[Var; Fr4117" deregressionde Yryy sur Fry
s’écrit :

(Var, Y, 1) a [a’(Var, YH_I)a]-l ne dépend pas de I, (7.40b6)
Enfin, la condition (7.23c) se caractérise évidemment par :

-1
Var, Y41 — (Var, , da'(Var, Yi)a| ' Var, ¥,
ar Vi1 — (Var, Yyi)a [a'(Var, Yop1)a] i (7.40¢)

ne dépend pas del,.

On a ainsi démontré 2 partir du Théoréme 7.2 un résultat démontré direc-
tement dans Gourieroux, Monfort et Renault [1991b] :

Théoréme 7.3

Y, a une représentation factorielle d’ordre r endogene avec des facteurs F, =
a'Y, si et seulement si la condition (7.40), conjonction des conditions (7.40a),
(7.40b) et (7.40c) est vérifide. La condition (7.40a) signifie que tout portefeuille
efficient a la date t est défini par un vecteur de quantités investies o, combinaison
linéaire des colonnes de a.

On remarquera que le modele a facteurs déduit du Théoreme 7.3 :

) (9% = BF +uy,
COV;(F{+],M,+|) = 0’
Var, Uri = Q

fait apparaitre des coefficients bétas et un risque idiosyncratique fixes quand ces
quantités sont calculées en termes de gains , et non en termes de rendements,
comme c’est le plus usuel®. Ces deux types d’hypotheses sont clairement
en général incompatibles quand les prix relatifs des actifs varient. Un modgle
analogue en termes de rendements aurait p@ étre justifié si I’on avait cherché
des portefeuilles de base fixes non pas en termes de quantités investies (dans les
différents actifs), mais en termes de colits relatifs des investissements ; on a vu en
effet (voir (7.1)) que les rendements se combinent selon les coiits relatifs. On est
en fait plus intéressés par des portefeuilles de base fixes en termes de quantités
investies 2 la fois pour une raison théorique, et pour une motivation pratique :

® Voir par exemple Connor et Korajczyk [1989].
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o Laraison théorique est la référence au CAPM de Sharpe-Lintner-Mossin,
dans lequel le portefeuille de référence est celui du marché. Pour une offre
d’actifs approximativement invariante dans le temps, on préférera donc le
point de vue des quantités fixes.

e La motivation pratique est celle de 1a mise a jour du portefeuille optimal &
partir des portefeuilles de base ; ce que I’on peut obtenir sans transactions
nouvelles est effectivement un portefeuille a quantités fixes dans le temps
méme si les colits relatifs varient du fait de la variation des prix relatifs des
différents actifs.

7.4 APPLICATION A PEVALUATION DE PERFORMANCE
DE PORTEFEUILLES

7.4.1 Indice de performance de Sharpe

On a montré dans la section 7.3.2.2 qu’un portefeuille «, est efficientala
date ¢ si et seulement si il existe un réel A, tel que:

o = Ao [Var, Yo 17V Er Yo
Un tel portefeuille procure un gain espéré :
E(@Yrs1) = A (Er Yi) [Var Y] ™' (Br Yerd)
au prix d’une variance :
Var, (o) Y,41) = AL (Er Yenr)' [Var, i)™ (B: Vo).

Autrement dit, le gain net espéré par unité de risque consenti (risque mesuré par
I’écart type conditionnel de ce gain) est égal a:

Er(ol,/YH-l) / -1
=/ (E Yr+1) [Var, Y, 117 (B Yig1) - (741)
Var,(a,/Y,H) \/ t L1410 t Lyt t Tr41

Le ratio «gain net espéré sur écart type du gain» d’un portefeuille a été
appelé par Sharpe® «indice de performance» du portefeuille ; la définition
originelle a été donnée en termes de rendements, mais est clairement équivalente
a une définition en termes de gains, puisque I’indice est sans unité. (7.14) montre
que tous les portefeuilles efficients ont le méme indice de performance; cette
valeur commune de la performance :

S =\ (B YY) [Var, Y17 (B Vi) (7.42)

est clairement (par définition de I’efficience moyenne- variance) égale a la valeur
maximale des indices de performance de Sharpe des portefeuilles qui peuvent étre

) Voir aussi Dybvig et Ross [1985].
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constitués a partirdes actifs i = 1, 2, ..., n (etdel’actif sansrisque). S; estdonc
une caractéristique de ’ensemble des actifs i = 1,2,...,n aladate ¢, etaété
appelé par Jobson et Korkie [1982] « performance potentielle de I’ensemble des
actifs i = 1,2, ...,n » Cependant, Jobson et Korkie [1982], se plagant dans un
contexte de rendements indépendants et identiquement distribués, n’ont pas fait
la différence entre la performance conditionnelle S, (performance conditionnelle
a I’information disponible a la date ¢) et la performance marginale S :

S=yE¥) [VarY, " €Y (7.43)

définie en supposant (ce que 1’on fera dans toute la suite) que le processus Y,
est stationnaire au second ordre ; cette hypothése peut en pratique étre plus ou
moins justifiée selon que I’on ’applique au processus des gains (nets) ou des
rendements (nets).

7.4.2 Performances conditionnelles et historiques

Une problématique usuelle en finance consiste a se demander si un sous-
ensemble donné des actifs (K actifs parmi les n) est «efficient» au sens ot un
portefeuille efficient peut toujours étre construit en utilisant uniquement ces K
actifs (et I’actif sans risque). Quitte a renuméroter les actifs, on peut toujours
supposer que les actifs d’intérét sont les K premiers. On partitionnera donc le
vecteurs des gains nets en :

Yy = (Yllr’ Yzlr)’

ou Yj, vecteur aléatoire de taille K représente les gains nets des K actifs can-
didats a I’efficience et Y, le vecteur des gains nets des n — K actifs qu’on
voudrait ne pas utiliser. Compte tenu de (7.40a), il s’agit donc de se deman-
der si [Var, Y,11]7'E,Y,;1 € Im(a), ol a est la matrice qui définit les K
«portefeuilles » d’intérét a partir des n actifs, c’est-a-dire :

Y, =d'Y,
ce qui correspond évidemment a:

a’ = [Idg, 0]. (7.44)

Notons que toute ’étude qui suit pourrait aisement &tre généralisée a
n’importe quelle matrice a de taille n x K de rang K ; il s’agirait alors de
se demander si un ensemble donné de K portefeuilles définis par les colonnes
de a est «efficient ». La notation adoptée ici signifie simplement que au moyen
d’un changement de base, ces K portefeuilles ont été assimilés aux K premiers
actifs.

Compte tenu de (7.44), la propriété d’efficience (7.40a) considérée pour
les K premiers actifs se caractérise par le fait que les n — K dernieres lignes de
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la matrice [Var, Y;+1]7! E; Y;+1 sont nulles, ou encore que E; Y41 est une com-
binaison linéaire des K premiéres colonnes de Var, Y, 1, ¢’est-a-dire appartient
a ’espace image de Cov,(Y;41, Y1,+1). Si on suppose de plus que la propriété
(7.40b) est vérifiée pour a définie par (7.44), Cov,(Yy41, Yir1)[Var, Y17t
ne dépend pas de ¢ et s’écrit :

Idg
By

B. =

ol B;; est la matrice des coefficients bétas (conditionnels a /;) de Y41 par
rapport a Yy, . Autrement dit, ’efficience des K premiers actifs signifie que
E,Y, 11 appartient a ’espace image de B.;, ce qui se caractérise par:

Er Yo41 = By B Yirq1. (7.45)

Cette relation multibéta conditionnelle a souvent été considérée dans la
littérature sous sa forme affaiblie (impliquée par (7.45)), forme dite incondition-
nelle( :

E Yyi1 = B EY g (7.46)

En d’autres termes, on se contentera, pour caractériser ’efficience, de vérifier
la nullité d’un intercept d; dans la regression conditionnelle de Y4y sur

Yiqr

Yusr1 = da+ BuYip +uyq (7.47)
Eruyyr = 0
Cov,(u2,+|, YII-H) =0

au lieu de considérer une alternative plus générale a I’hypothése d’efficience dans
laquelle d, serait une fonction de I’information disponible a la date ¢. Il faut
cependant bien noter que I’on s’intéresse toujours a I’efficience conditionnelle
de I’ensemble des K premiers actifs (minimisation de la variance a espérance
donnée dans la loi conditionnelle a 1,) et non a I’ efficience inconditionnelle (ap-
proche moyenne-variance dans la loi marginale). Il est néanmoins surprenant de
constater que si I’on suppose que (7.47) est un modele dynamique a facteurs
au sens de (5.6) (Var, uy41 = 22 indépendante de I,), la constante d,’QZ‘Z'dz
représente a la fois la différence des (carrés des) performances conditionnelles
et marginales de Y, et Y;,. C’est I’objet du Théoréme 7.4 suivant, dont nous
empruntons la démonstration 4 Gourieroux, Monfort et Renault (1991a) (voir
annexe B):

(10 voir la discussion sur ce sujet de Gibbons et Ferson [1985].
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Théoréme 7.4

Si

avec .

alors

ou:

Yous1 =ds + BuYisr + uaqa,

Eiupy1 = 0,
Cov; (ug41, Yie1) = 0,
Var, uyq = Qo,

S2— S} =582 — St =dy25)d,

S2, = (B Y1) [Var, Yip1™" (B Yirg1)
= (B Y1) [Var, Yot (B Vi)

%)
N
I

S? = (EYy) [Var Y, 1™ (E Vi)
(E Yt), [Var Yt]_l (EY).

U
N
I
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Ainsi, la nullité de dy caractérise a la fois Uefficience conditionnelle et

Pefficience inconditionnelle de I’ensemble des K premiers actifs.

On peut donc se demander si le calcul usuel des performances « histori-
ques », estimateurs naturels des performances marginales, ne suffirait pas pour
le test statistique non seulement de I’efficience inconditionnelle, mais aussi de
I’efficience conditionnelle, propriété beaucoup plus intéressante en pratique. Les
performances historiques sont définies par:

ou T
Yr = [YIIT' Yzlr], =7 Z Y.,
t=1
et:
A T . "/
Er=T') (-TD0-FrY=| .
=1 Tar Tor

(%%}
~
il

@y [$0] 0

7%}
-
Il

- N -1 _
FirY [Eur] (Bir)

7.4.3 Tests d’efficience et de performance

Zur Zor

(7.48a)

(7.48b)

Le test de I'efficience des K premiers actifs a été étudié par Jobson et
Korkie [1982] dans le contexte de rendements iid gaussiens. Dans ce cas il est
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évidemment équivalent de tester I’efficience conditionnelle ou inconditionnelle.
Nous allons montrer ici que dans le cadre du modele dynamique a facteurs (7.47)
le test de I’efficience conditionnelle prend exactement la méme forme que celui
proposé par Jobson et Korkie ; ce résultat, di a Gourieroux, Monfort et Renault
[1991a], généralise évidemment celui de Jobson et Korkie.

Il s’agit en fait de tester la nullité¢ d e I'intercept d, dans le modele de
regressions empilées :
Y, =e-dy+ V1B + U (749

ol Y, et Y sont respectivement des matrices de taille 7 x (n — K) et T x K,
regroupant les observations YoretYy,,t = 1,..., T, et e est le vecteur de taille
T dont toutes les composantes valent 1. Comme Gourieroux, Monfort et Renault
[1991b] I’on montré, le test de 1a nullité de d, est fondé sur la somme des valeurs
propres de la matrice ;

R2[Yy, e|Y1] = Q5,7 Y'(Id — Py)ele’'(Id — Py)e] '’ (Id — P) Y5 (7.50)

ol P, désigne la matrice de projection orthogonale sur le sous-espace de RT
engendré par les colonnes de Y. Cette matrice s’interprete bien en effet comme
le carré d’une corrélation partielle entre Y, et e, conditionnellement a Y.

Plus précisement, la statistique de test de Wald généralisé est asymptoti-
quement équivalente a:

&r = TI'aCG{RZ[Yz, eIYl]}

[¢/(d — Py)e] ™" Trace {Q3), Y3(1d — Py)ee! (1d — Py) V)

[¢/(1d —Pye] ™ [¢/0d - P) Y295 Y/(Id — Pye] .

Mais on remarque d’une part que :
e(d—P)e = €[ld—Y,(Y'Y))"'Y]]e
A N
= T[I—Y{T (2117‘+Y17Y1’T) er]
— -y (-1 _ 2y-15-ly y/ £ ¥
= T 1 =Y (Enr —A+ )T 2y hirYir Zyr ) Nir
A A\ A
= T[1—512+(1—+—S12) s;‘}
aay =1
=T(1+8) .
De fagon analogue, nous avons d’autre part :

Yjad—Pe =T(1+ 8" [For - SarSipfir]. 05D
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Tenant compte du fait que :
Qo1 = Soor — 2211i:1_|]7'f:l2T,
nous en déduisons I’expression suivante de &r :
~ - ~ ~ - !
T+ 8§H™! [er — SurSih er]
n ~ A~ A -1r_ = = _
X [2227 - 221T21_111'212T] [er —XZar 21_,11)’11] .
On trouve donc :
Er =T +8H7'(82 - 8§

puisque, d’apres le Théoreme 7.4, S§?— Sl2 = déQz_zldg , et )721 - )Aizlrﬁl_,lrf’,r
est bien I’estimateur de d, obtenu en remplagant les moments théoriques par les
moments empiriques. On a donc démontré :

Théoréme 7.5

Dans le cadre du modele a facteurs défini dans le Théoréme 7.4, un équivalent
asymptotique de la statistique de test de Wald de I’hypothése dy = 0, c’est-a-dire
de 'efficience conditionnelle de ’ensemble des K premiers actifs est définie par :

Er=T (1 + 3,2)—' (32 - Sf) .

La loi asymptotique sous I’hypothése nulle de cette statistique est une loi x* a
n — K degrés de liberté.

L’expression de &7 est bien celle fournie par Jobson et Korkie [1982]. A un
facteur multiplicatif pres, la différence des carrés des performances historiques
des deux ensembles d’actifs suffit donc bien a apprécier I’efficience condition-
nelle du sous-ensemble des K premiers actifs.
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ANNEXE A

Preuve du Théoréme 7.1

Supposons la propriété (P1) vérifiée
On déduit immédiatement de (7.17) et (7.19):

EWill) = bi + (1 = p)®.¥,,

ol b; est une constante réelle donnée pour i = 1,2, ..., n, m. Compte tenu de (7.15), on
peut donc affirmer que :
E(Yr+1|11) =b+ q)Yn

ol b est une matrice colonne donnée et & est une matrice constante définie par blocs par :

o,
(1-p)o,

P=| 1-p,
0

Py

0

L -~

Ceci montre bien comme annoncé que Y,,, est un processus VAR(1) gaussien. On
sait par ailleurs d’apres (7.19) que :

E Yori = —p) Yo +a,

ou a est une constante réelle donnée. En identifiant cette prévision avec celle fournie par
le processus VAR ci- dessus, on en déduit comme annoncé que :

Yo =(1—p)®.Y, + 3.

ol g est une constante réelle donnée. En particulier le processus d’innovation Yor4+1 —
E: Yor41 est la forme linéaire :

(1= p)®.(Yry1 —E ¥pi1)
du processus d’innovation de ¥ .
Puisque d’apres (7.19) :

Yo = U=p)E1 Y2 — (1= pla
(1=p)® Y1 = (1 = pa,

ona:
E Yo+ = (1 —P)¢;AE:Y:+|—(1—P)G- (A1)
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Compte tenu de la forme du processus VAR caractérisé ci-dessus, on sait que :
E: Yoot = [E Yau1, 1= P)E Yot .. (1= ) By Yoy EiX), |
(a une translation constante pres), avec :
EYur1 =0 —p)"'Yy +a
(d’apres (7.19)) et:

’

E: Xiv1 = bx + ‘b;( [(yil)l{=l,2,...,n,m ’ X;] .

En reportant cette expression de E, }_’,H dans (A.1) on en déduit que :

[ (1-p)'l00 --- 0
1 00 --- 0

E Yo = (1= p)¥, 1 00 ---01Z+fo (A2)

0

ol fy est une constante réelle donnée. Puisque par ailleurs d’apres (7.17):
E Yir1 = Yo + fi,
[ étant une constante réelle donnée, et puisque :
E: Xis1 = by + Py [(Yit);=1,2..‘..n‘mv X;]lv

on peut conclure que :
E Z,. =d+11Z,,

avec d vecteur colonne constant et IT matrice constante définie par blocs par :

(1/0 0 --- 07
®.]00 - (1= o
0l00-.-.. 0 2T PP N I .
n=| 0loo - 0 |4 .%M,
P Idnik+1 .
o : @,
0100 0 0 |

ol &, = [Dec, Poye(-

Pour obtenir la propriété (P2) il nous reste a vérifier que Var, Z,; est une matrice
constante réguliere. Mais, d’aprés la relation sur les innovations déja obtenue :

Yoor1 —E Yo = (1 — p)(D’c (f’:+l —E )7:+l) ,
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ona: — —_
(=), (-,
0
Var, Z,, | = X
Idn+K+l ‘ ldrl+K+l
0

Cette matrice est réguligre, car le premier coefficient de @/, est non nul, d’apres
I’hypothese (7.16). D’ou (P2), le caractére VAR(1) gaussien du processus Z, et la relation
annoncée entre les innovations.

Supposons la propriété (P2) vérifiée
On déduit immédiatement de (7.17) :

E(Yirnill) = d; + Yo,

ol d; est une constante réelle pour i = 1,2,...,n, m. Compte tenu de (7.15), on peut
donc affirmer que :

E(ZI|l) =d+11Z,,
ol d est une matrice colonne donnée et Il est une matrice constante définie par blocs
par:
My

1o 0

o
0

D’apres (P2), on sait que Yy, est une fonction affine de Y, :

Yoy = alflnl +8
Yot + o [(Yidisiamm Xi] + 8-

Il est immédiat de vérifier que (7.16) entraine ., # 0. En effet (7.17) implique
que:

E Yir1 = Yu+ fi

- A3
= 'Y, + f. (4.3)
Si «, était nul, alors:

E Y1 = a;)[( [(Yit);=|'2'__,_,,_m‘ X;]/ + fi

cecipour i =1,2...,n,m.On aurait ainsi:

E[(Yis izt mmlhi]
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E [(Yit+l)i=1,2,..‘.n.m| [(Yir);=1,2w._,,_,,,, X:];Q}
ce qui contredit (7.16).

- Il est alors possible d’exprimer Y., comme une fonction affine de Z, :

_ 1 _ 1 =) ' !
Y, = ac Yo, ac H)et [(Y“)i:ll.....n.m’x;] T xd

Bz +g' 4

ol o = [ac,(x;C(]’, B = [(a) !, (ac"a;c(c]’, et g* constante réelle donnée. (A.4)
implique que le processus d’innovationde Y, (etdoncde f’,+1 ) est une fonction linéaire
du processus d’innovation de Z, ;. On aura en outre :

EYur1 = FEZu+g"
= fd+NZ)+¢g*
YOt
= FN| (Yi=12..om | +& +pd"

8
0
= Y4p0-| | +g+pd
. Idn+K+1 .
0 0
= b+ Y,

Par ailleurs, on sait d’apres (A.3) que:
E Yy = a/)‘,’ + fi
et puisque :
E X,y = &y [(Yil);=l.2..4.,n,m’ X:] + dx
on peut conclure que :
El=b+ PY,

avec b vecteur colonne réel donné, et & définie par blocs par:
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Pour obtenir la propriété (P2) il nous reste a vérifier que Var, f’,+| est une matrice
constante réguliere. D’apres (A.4) et (P2), toutefois, on sait que :

ﬁlzl‘l-l
Var,Yy1 = Var | (Yusi-1,2.nm
Xt N
__F
0
= Q. .
D 1dnsk 4
0

Cette matrice est réguliere, car le premier coefficient de B est non nul (il est en fait
donné par (e.)!). D’ol (P1), le caractére VAR(1) gaussien du processus )7, et larelation
annoncée entre les innovations. O
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ANNEXE B

Preuve du Théoréme 7.4

Avec des notations évidentes, les espérances et variances de Y,.; conditionnelles
a I, s’écrivent;

my :I
m, = ,
[ dy) + Bymy,

v = [Em 1, By )
' BuZi BuZwBj+Qn |’

la performance potentielle de I’ensemble des actifs de base vaut :

2 __ 15 =1
S = mI m

Co T, + B, R, By —B},5, m,
= [ rmymy] [ P B SRS
—82,, By 22 b+ Byymy,
= m), Siymy + dyQy do
rey—1
= S +d;Q5d;

ou S|, est la performance potentielle de I’ensemble des K actifs facteurs. Ainsi bien
que chacune des mesures de performance S, et S;, dépende généralement du temps, le
modele est tel que I’écart entre les carrés de ces deux mesures soit stable dans le temps.
En particulier les K premiers actifs engendrent I’ensemble des portefeuilles efficients si
et seulementsi S, = §;,, Vi & d, =0.

Le méme type de calcul peut étre développé de fagon non conditionnelle. Nous
notons:

m = Em,,
Y = E(%,))+ Var(m,).

Nous voyons que :

my
m = \
dy + Byym
s = I:En 1B, ] .
BuZi BuZuBy+Qn |’
Nous en déduisons que les performances marginales satisfont aussi :

§? = 8§} + d;Q5, d>.






CHAPITRE 8

LES PROCESSUS ARCH
COMME APPROXIMATIONS
DE PROCESSUS EN TEMPS CONTINU

par

Laure ELIE

8.1 INTRODUCTION

Les modeles en temps continu se sont largement développés en finance.
On peut invoquer plusieurs raisons :

e ces modeles permettent des calculs plus élégants et plus rapides (calcul
stochastique, formule d’Itd.)

e ils se prétent a une théorie simple pour I’évaluation des options comme en
témoigne le célebre modele de Black and Scholes.

e les cotations des titres sur le marché sont soumises a des fluctuations tres
fréquentes de telle sorte qu’il est difficile de déterminer ’intervalle de
temps adéquat entre deux observations. D’ailleurs les cotations en continu
font leur apparition sur les marchés.

Dans ce chapitre il s’agit d’étudier les modeles a temps continu dont les
processus discrets de type hétéroscédastique sont de bonnes approximations lors-
que I’intervalle de temps entre deux observations tend vers zéro. Les principaux
résultats dans ce domaine sont dus a D.B. Nelson [1990a].
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Regardons sur des exemples les analogies entre une approche en femps
discret et une approche en temps continu.

Considérons un systeme déterministe en temps continu dont I’évolution
est régie par une équation différentielle ordinaire

dx f@, x)
dt T 8.1)
Xp = X.

Si le systéme est observé a des instants successifs de pas A, un modele discret
approché y, des observations x,, peut étre défini par 1’équation de récurrence

suivante
Y+l = Yo+ f[nh’ yn] x h

= Yo +gn, yn)

Yo = X
les éléments différentiels étant tout simplement remplacés par les accroissements.

Ce modele discret sera considéré comme une bonne approximation du
modele en temps continu défini en (8.1) s’il «converge » lorsque le pas h tend
vers 0 vers ce modele. Ce sera bien siir le cas ici si la fonction f est suffisamment
réguliére.

Supposons maintenant qu’a chaque instant, ce modele discret soit perturbé
par un aléa. Le cas le plus simple consiste a considérer que ce processus pertur-
bateur est un bruit blanc strict, c’est a dire une suite de variables aléatoires &,
indépendantes et de méme loi et que le modele perturbé s’écrit

Yn+1 = Yn +g(n, Yn)+€n+l-

Comment représenter un tel processus en temps continu ? Lorsque g = 0,
le processus Y, = Yo+ & + -+ + &, est la promenade aléatoire somme des
divers aléas. Un processus analogue en temps continu doit refléter en un temps
trés court 1’addition de nombreux chocs indépendants. On peut s’attendre d’aprés
le théoréme central limite a ce qu’il soit gaussien. Il serait aussi agréable par simi-
litude avec les promenades aléatoires que ce processus W, satisfasse la propriété
suivante: pour tous 0 < s < ¢, la variable aléatoire W, — W;, c’est a dire le
déplacement sur I’intervalle de temps (s, t) est indépendante de la trajectoire
jusqu’al’instant s, et sa loi ne dépend que de ¢ — s, la longueur de I’intervalle de
temps considéré. L’exemple typique est le mouvement brownien introduit en 1828
par le botaniste Brown pour modéliser la trajectoire continue, mais extrémement
irréguliere avec des changements de direction perpétuels d’un grain de pollen en
suspension dans un liquide. Les premiéres modélisations mathématiques du mou-
vement brownien remontent a2 Bachelier [1900] qui I’appliqua aux mouvements
des cours boursiers et a Einstein [1905] qui construisit un modele probabiliste de
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diffusion pour décrire ce processus. C’est aussi en 1905 que le physicien Smolu-
chowski décrit le mouvement brownien comme limite de promenades aléatoires.

On définit alors par analogie au modele discret le modele dynamique
perturbé en temps continu

dX, = f@¢, X,)dt + adW, (8.2)

ce qui veut dire pour tout ¢t € Rt
t
X, =X0+/ f(s,Xs)ds+oWs
0

le processus W, désigne un mouvement brownien et o une constante mesurant
I’écart type de la perturbation ; c’est le paramétre de volatilité.

Supposer la volatilité o constante, revient a2 admettre que la perturbation
a toujours méme variance ce qui correspond dans le cas discret a 1a modélisation
de I’aléa par un bruit blanc strict.

Si I’aléa discret est un modéle hétéroscédatique, sa variance ne sera plus
constante, et la volatilit¢ o va devenir aléatoire dans 1’équation différentielle
stochastique (8.2), comme nous le verrons par la suite.

Nous allons rappeler brievement les propriétés du mouvement brownien
et du calcul stochastique d’It8.

8.2 CALCUL STOCHASTIQUE

8.2.1 Mouvement Brownien

Définition 8.1

Soit (€2, B, P) un espace probabilisé. Un processus (W,, t € R*) est un mou-
vement brownien si

o ilestaaccroissements indépendants : pour s < t, W, — W, estindépendant
de la tribu o (W, u < 5),

e il est a accroissements stationnaires : pour s < ¢ laloi de W, — W; est
une loi gaussienne centrée de variance ¢t — s,

[ W() =0 p-s.

Propriétés 8.1

1. Le mouvement brownien est un processus gaussien :

Vi, t, ..., t, le vecteur (W, , ..., W, ) est gaussien.

2. Pour tous s et t, cov(W,, W) = inf(z, 5).
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3. Le mouvement brownien (W,,t € RY) admet une version continue : il
existe un processus (W*, t € R*) tel que
o Vi W, =W' pus.
o W/ soit un processus a trajectoires continues, c.a.d. tel que, pour tout
w de Q, Uapplication t — W}(w) soit une application continue.

Remarque

Un processus continu a accroissements stationnaires et indépendants est
nécessairement un mouvement brownien. Cette propriété est remarquable et est
délicate a établir : la stationnarité et I’'indépendance des accroissements associées
a la continuité du processus caractérisent sa loi.

8.2.2 Intégrale stochastique

Soient (£2, B, P) un espace probabilisé, (W;);cg+ un mouvement brow-
nien et F = (F;),cr+ la filtration naturelle associ€e : pour tout ¢, F; est la tribu
engendrée par les variables aléatoires (W, s < t).

Comme pour I’intégrale de Riemann, I’intégrale stochastique sur [0, ] est
d’abord définie pour des processus €lémentaires en escalier, c’est a dire de la
forme

n—1
¢t @) =D Xi(@)ly 4, (1)
i=0

oun e NOKLrh<t <t <...<t, T etol X; est une variable
aléatoire réelle F, -mesurable et de carré intégrable. Un tel processus est adapté
a la filtration F au sens ol pour tout ¢ € [0, T], la variable ¢ () = ¢(z,.) est
F, -mesurable.

L’intégrale stochastique d’It6 de ¢ sur [0, T] est alors par définition
T n—1
1@ = [ oW, = Y X, - W,
0 i=0

L’indépendance de I’accroissement W, ., — W, et de la tribu F; permet
d’évaluer aisément les moments d’ordre 1 et 2 de 1(¢) :

0

T
E [/ ¢(t)2dt] )
0

L’espace Hy des processus adaptés ¢ définis sur [0, T] x Q2 tels que

T
2
E [j(; o) dt]

E(/(9)

E( ()%
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soit fini est alors un espace de Hilbert pour la norme définie par

T
ol = E[/O ¢>(t)2dt]

et I'application ¢ — I(¢) est isométrique du sous-espace des processus en
escaliers de Hr dans ’espace L%(2) des variables de carré intégrable.

Nous pouvons donc prolonger I’isométrie au sous-espace fermé de Hr en-
gendré par les processus en escalier. Tout processus ¢ adapté borné a trajectoires
continues est limite de processus en escalier adaptés puisque

i=n-1

¢ =lm, Z(; PUT/M Lyt /n G+1)7/n)

et nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 8.1

Soit @ un processus adapté borné a trajectoires continues, l’intégrale stochasti-
que d’1td de ¢ sur [0, T] est définie dans L*(2) par

T i=n—1
1o = [ o0aW = lim >~ oGT/mWerimsn = Wir). 83
i=0
Elle satisfait

i) =0
E(L(9)?) E[ / w(t)zdt]. 84
0

Remarques:

1. Sile processus a intégrer ¢ est une fonction déterministe (fonction seule-
ment du temps ¢ ), alors la variable I (¢) s’écrit comme limite d’apres (8.4)
d’une suite de variables gaussiennes ; elle est donc elle-méme gaussienne

centrée de variance r
/ p(t)%dt.
0

De plus si ¢ déterministe est continiiment différentiable sur R*, nous
avons la formule d’intégration par parties suivante qui permet d’exprimer
Iintégrale d’Itd I (¢) comme intégrale classique par rapport a la mesure
de Lebesgue :

T

T
1) = f (1AW, = p(T)Wr — /0 oW,
0
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2. L’intégrale d’It6 a de maniere générale la propriété remarquable suivante :
pour ¢t € [0, T],

t
M, = / @(t)d W, est une F;-martingale de carré intégrable.
0

Plus précisément :

t+h
E(/ w(s)dWle,) =0
t+h t+h
var ( f go(s)dWle,) E( / ¢(s)2ds).

Cette propriété découle de la maniere d’approximer I’intégrand par un
processus en escalier dont la valeur sur ]#;, #;1] est sa valeur en #; borne gauche
de I’intervalle. La fonction a intégrer sur ]¢;, #;4+1] estdonc connue sur I’ intervalle
puisqu’elle est F;, -mesurable.

(8.5)

Si nous approximions I'intégrand sur I'intervalle ]#;, ;4] par la moyenne
(p(t;) + @(ti+1))/2 des valeurs du processus en #; et f;;, nous obtiendrions
I’intégrale de Stratanovitch qui n’a pas la propriété¢ de martingale, mais qui obéit
aux regles du calcul différentiel, ce qui n’est pas le cas pour I'intégrale d’It,
comme nous allons le voir.

Enfin l'intégrale d’Itd s’étend aux processus continus non bornés de Hr
par troncation.

8.2.3 Processus d’Ito

Nous appelerons processus d’Ito tout processus de la forme

X)) = X(O)+f \lf(s)ds—l—/ (s)dW,
0 0

ol ¢ et W sont des processus a trajectoires continues de Hr (T > f). Sous
forme différentielle ce processus s’écrira

dX(t) = W(t)dt + ¢(t)dW,.

Soit F(t,y) une fonction bornée deux fois différentiable de R* x R
a valeurs réelles, la formule d’Itd va nous permettre d’expliciter le processus
F(t, X(t)) lorsque X (¢) est un processus d’Itd de la forme ci-dessus.

Formule d’It6 :

Le processus F(t, X(t)) est un processus d’It6 et s’écrit :
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dF(, X (1))

52
(t X(t))dt + (t X()dX (1) + = Zi (t, X (1)) (2)*dt

2

2F X (t))¢(t)2) dt
3%y

( . X(r))+ (t X(t))\v(t)+1 4

oF
+$(t, X)p@)dW,. (8.6)

11 s’ajoute donc un terme supplémentaire par rapport aux régles usuelles
de différentiation, le terme

1 3%F

255 ¢ X ()¢ (1)’dt

spécifique du calcul d’It6. Une explication heuristique peut étre la suivante :
I’accroissement
dWr = Wr+dr - W

suivant une loi gaussienne centrée d’écart type (dt)!/? peut étre considéré comme
un terme d’ordre (dt)!/? ; si nous faisons un développement limité a I’ordre 2 de
F(t, W,), nous obtenons

oF F
dF(t, W) = W(t’ W,)dt + —a—(t, W,)dWw,

1 /82 9%F 9%F
+5 (32(” W) (dt)* + a2y (t, W,)[dW,]2+2 (t Wf)dtde)
t

Si nous gardons seulement les termes d’ordre (dt)!/2 et dt, nous avons :

IF aF
dF (e, W) 2 2 Wd + (0, WA W, + OF b wolaw,
y

282

Il suffit de remplacer [dW,]? par son espérance dt pour obtenir la formule d’It6
lorsque X (t) = W,. Le cas général s’obtient de la méme fagon en faisant un
développement limité a I’ordre 2 et en respectant les regles :

[dW,]* = dt, dt dW, = 0.
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8.3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
ET DIFFUSIONS

8.3.1 Définition et propriétés
Définition 8.2
Soient (£2, B, P) un espace probabilisé, (W,;),cg+ un mouvement brownien et
o, b deux fonctions réelles continues définies sur R. Un processus (Y (£))reqo.1]
est solution de I’équation différentielle stochastique
dyY ()
Y(0)

bY)dt+o(Y()dW, (¢ <T) ®7)

Yo

si et seulement si Y (¢) est un processus adapté continu satisfaisant pour t < T
t t
Y() =y +f b(Y(S))dS+/ a(Y(s))dW;.
0 0

Il y a existence locale et unicité en loi de la solution dans les deux cas
suivants :

— soit les fonctions o et b sont localement lipschitziennes, (8.8)
— soit la fonction o (y) est strictement positive pour tout y.  (8.9)

Pour obtenir I’existence globale sur [0, T], il faut imposer a o et b d’étre
sous-linéaires, c.a.d.

K >0,¥yeR loI+ 161 < KA+ 1yD. (8.10)

Propriétés 8.2
1. La solution Y (t) appelée processus de diffusion est un processus marko-
vien.

2. Le terme o(y) s’appelle coefficient de diffusion ou volatilité et le terme
b(y) coefficient de dérive ou tendance. Ils vérifient :

Jim ALE (Yt +h) —Y@IY (D) =y) = b(y) (8.11)

hlino1+h_lvar(Y(t+h)—Y(t)IY(t):y) o(y). (8.12)

En effet

t+h

t+h
Y+ h)—-Y(@) = / b(Y(s))ds + / o (Y(s))dWs,

t
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d’ou, d’apres (8.5)

t+h
EY.C¢+h) YY) =y)=E (/ b(Y (s))ds|Y (t) = y)

et

1+h
var(Y(t +h) = Y()IY(@#) =y)=E (/ o (Y (s))2ds|Y (1) = y) .
t

11 suffit d’utiliser la continuité en s de o(Y(s)) et de b(Y(s)) pour
conclure.

. La diffusion Y (¢) a la propriété de martingale suivante :

Si @ est une fonction deux fois continiiment différentiable a support com-
pact, alors le processus

t
¢(Y(t))—<ﬂ(Y(0))—f0 Lo(Y(s))ds,

ou L est l'opérateur différentiel

1, 8% 3
L=-0>—+b— 8.13
2° ay? dy (8.13)

est une F,-martingale.

On applique la formule d’It6 a ¢" (Y (t)). Il vient:
1
de(Y (1) = ¢'(Y(1))dY (1) + Efp”(Y(t))UZ(Y(t))dt
1
= (b(Y(t))fﬂ'(Y(t)) + EUZ(Y(t))W(Y(t))) dt

+¢' (Y (1)) 0 (Y(2)) dW,.
11 suffit de remarquer que l’intégrale stochastique

/O @' (Y () o (Y(s))dW;

est une martingale pour conclure.

Cette formulation en termes de martingales est intéressante car on peut

montrer que réciproquement si Y (¢) satisfait (8.13) pour une classe de fonctions
¢ suffisamment réguliéres, alors Y (¢) est solution de ’EDS ci-dessus. On a donc
une caractérisation de la solution Y (z) de ’EDS a I’aide du générateur L.

Une conséquence de I’assertion (8.13) ci-dessus est que

t
E(p(Y (1)) =E(¢>(Y(0)))+/ E(Lo(Y (s)))ds. (8.14)
0
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8.3.2 Exemples de diffusions

Comme dans le cas déterministe, il est en général difficile de décrire
explicitement les solutions des équations différentielles stochastiques (EDS).
Nous allons passer en revue quelques cas simples, les EDS linéaires, ou le calcul
explicite est possible.

Exemple 1 : Le brownien géométrique.

Soient b et o des constantes > 0 ; on considere I’EDS

dS@t) = S(t)(bdt + cdW,)

(8.15)
SO = s (s0o > 0)

Nous savons d’apres (8.8) qu’il existe une solution S(¢). Posons Y (¢) =
In(S(z)) sur le domaine o S(¢) reste positif. D’apres la formule d’It6,

1
dy @) = (b - 502) dt +odW,

et donc

1
In(S(#)) = Inso + (b - 202> t+oW,,

c.a.d.

S(t) = sgexp ((b— %02)t+0W,). (8.16)

La solution est donc toujours strictement positive et le passage au loga-
rithme était donc justifi€. Laloide S(¢) estlognormaleet [n(S(¢)) apour variance
o2t.Ce processus a la propriété suivante: si 0 < f; < £, < ... < 1, avec pour
ie{2,...,n},t;i—ti_1 = A,lesv.a. In(S(%)/S(-1)) sont,pour i € {2,...,n},
indépendantes et de méme loi gaussienne d’espérance

1
(b - 02) A
2

et de variance o2A, par suite les accroissements multiplicatifs S(t;)/S(t;_1)
sont indépendants et de méme loi. C’est cette derniére assertion qui conduit
a modéliser le cours des actifs par un brownien géométrique, les rendements
(S@;) — S(ti—1))/S(ti—1) de Pactif étant considérés indépendants et de méme
loi. Ce modele proposé par Black & Sholes est utilisé couramment pour le cours
des actifs. Il présuppose que les perturbations du rendement des actifs ont a des
instants équidistribués une variance constante.
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Exemple 2: Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Soient a, b, o des constantes ; on considere I’'EDS
dY(t) = (w—0Y@)dt +odW,
8.17)
Y0) =y
Posons Z(t) = Y (t) exp(6t) ; alors d’apres la formule d’It6 :
dZ(t) = exp(0t) [(w —0Y(®))dt +odW,] + Y (2)(6 exp(61))
= wexpBt)dt + exp(6t)odW,.

Par suite

Z(t) = Z(0) (/t wexp(fs)ds + /t exp(@s)dWs)

0 0

et donc

t
Y(t) = %(1 —exp(—61)) + yoexp(—6¢) + o / expl0(s —1)]dW, (8.18)
0

Le processus Y (¢) s’exprimant & ’aide d’une intégrale stochastique de
fonction déterministe est un processus gaussien satisfaisant

E(Y (1))

%(1 — exp(—at)) + yo exp(—6t)

cov(Y(w), Y(#)) = /u explf(s — u)]o? expl0(s — t)]ds <y
0

0.2
= %(GXP —6(t —u) —exp—6(t + u)).

Lorsque ¢ tend vers I’infini, la loi de Y (¢) tend, si 8 est > 0, vers une loi
normale d’espérance /6 et de variance 02/20 . Cette loi est une distribution
stationnaire, c’est une probabilité invariante pour le processus de Markov Y (¢).

Ce processus est utilisé pour des séries qui ont un comportement relative-
ment stationnaire oscillant autour d’'une moyenne. En finance, les taux d’intérét
sont souvent modélisés par un tel processus, le parametre /0 étant la valeur
moyenne du taux. Le reproche principal a ce type de modele pour un taux est
qu’étant un modele gaussien, il peut prendre des valeurs négatives. Pour remédier
a ce défaut, divers modeles de la forme

1
dY(t) = (w — Y (¢))dt + o[Y (1)]"dW, a€ [2, 1]

ont été introduits pour lesquels un bon choix des parametres w, 6, o assure que
la solution Y (¢) reste strictement positive. Nous allons expliciter le cas o = 1.
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Exemple 3 : Le modéle linéaire.

Soient w, 6, o des constantes ; on considére I’EDS

dY(t) = (0 —0Y())dt + oY (t)dW,
(8.19)

Y0 = yo

Le cas @ = 0 correspond au brownien géométrique et nous avons vu qu’alors la
solution était de la forme

E(t) = exp (— (9 + %02) t+ aw,> )

Nous utilisons la méthode de la « variation de la constante » pour trouver Y (¢).
Posons Z(t) = Y(t)E(¢)~! ; alors d’apres la formule d’Itd,

dE@) ™) =)0 + oDdt — odW,)

et
dZ(t) = Y(d (@) +£@) 7' dY () — o* Y (0)E@) " dt
= &) \wdt.
Donc ,
Y(t) = E(r) liyo—l-w/ -E(s)'lds:l. (8.20)
0

On remarque alors que, si @ et Yo sont positifs ou nuls avec (w, yo) # 0, la
solution reste strictement positive.

Dans la mesure ot nous allons rechercher les processus en temps continu
dont les modeles hétéroscédastiques sont des approximations, il est intéressant de
déterminer des diffusions qui admettent une loi stationnaire puisque les modeles
discrets considérés seront souvent stationnaires.

8.3.3 Probabilité invariante
Soit ’'EDS

dY (@) =b(Y(@)dt + o (Y (t))dW,,

ou b et o sont des fonctions continues et ol o (y) est strictement positive pour
y €la, B[. Supposons que le processus Y (¢) reste dans I’intervalle Ja, B[. Soit
¢ €]a, B[, considérons la fonction g définie sur Jo, B[ par

_ 1 Y b(x)
8= Gayy P (2/ aZ(x)dx)' (#20
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Alors le processus de Markov admet une probabilité invariante si et seule-
ment si g est intégrable sur (a, B) et cette probabilité invariante unique s’écrit

m(dy) = g%dy (8.22)

B
ou V=/ g(y)dy.

Vérifions qu’une telle probabilité est invariante. D’apres (8.14) si ¢ est
une fonction C? 2 support compact,

t
E (p(Y (1)) =E(§0(Y(0)))+/0 E (Le(Y(s))) ds.

Par suite si m est une loi stationnaire pour la diffusion Y (r), elle est portée par
(a, B) et satisfait

t B
/ / Lo(y)m(dy)ds =0 Vte R
0 Ja

et donc 5
[ Looman =o.
Par suite si m a une densité g, m sera une loi stationnaire si et seulement si
L*'g=0
ou L* estI’opérateur adjointde L, c.a.d. vaut

1 ., 82 )
lot—_ _p—.
27 9y? dy

I suffitalors de vérifier que la fonction g définie en (8.21) vérifie L*g =0

sur (&, B).

Application

Considérons le modele linéaire (exemple 3) ; lasolution Y (¢) reste dans 10, o[ si
w et ypsont > 0 ettels que (w, yo) # (0, 0) ;depluspour y €10, oo, o (y) = oy
est strictement positif. Prenons ¢ = 1 ; alors

1 Yw—0x
2w

exp| , )
o oy
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Il est facile de voir que, pour @ > 0, g estintégrable sur R* si et seulement
si
- — < 1. (8.23)

La probabilité invariante a dans ce cas pour densité sur RY

2w [(28)/0%1+1 20 —1 2w B
((,2) r(ﬁ“) “”‘p(‘@)y Ae/er+1l (3.24)

I" désignant la fonction gamma. Si Y (0) a pour loi cette probabilité, alors le
processus Y (¢) est stationnaire et Y (¢)~! suit une loi gamma

2w 20
F(p,;-l-l).

On rappelle que la loi T'(A, a) est définie pour A et a positifs et a pour

densité sur RY :
a

T'(a)

a—1

exp(—Ay)y

8.3.4 Le cas vectoriel

On appelle mouvement brownien d -dimensionnel un processus indexé par
R, W, = (W}, W2, ..., W) tel que les processus W/, i € {1,2,...d}, soient
des mouvements browniens réels indépendants. Soit F = (F;);cg+ ou F; estla
tribu engendrée par les v.a. W, pour s < ¢, la filtration naturelle associée.

Si ¢ un processus défini sur [0, 7], continu adapté a la filtration F, et a
valeurs matrices p x d, on définit ’intégrale d’Ito de ¢

/0 " s@aw,

comme le vecteur aléatoire de dimension p dontla i -#me coordonnée est donnée

par
d_ T ‘
> / $ij ()W,
j=170

Nous pouvons alors considérer, si o (respectivement b ) est une application
continue définie sur R” 2 valeurs matrices p x d (resp. a valeurs R?),1’équation
différentielle stochastique

dy(@®) = b(Y(@)dt +o(Y(t))dW, (¢ <T)

Y(0)

Yo



LES PROCESSUS ARCH COMME APPROXIMATIONS... _ 185

ol la solution sera un processus 2 valeurs R?. Les conditions d’existence et
d’unicité sont analogues au cas scalaire. La propriété (8.12) sur la variance de
I’accroissement se réécrit

hlirg+ hlvar[Y(t 4+ h) —Y(D)|Y@) =yl =0o(t, y)o(t,y) (8.25)
ou var Z désigne la matrice de covariance E[(Z — E(Z))(Z — E(Z))].

8.4 CONVERGENCE DE CHAINES DE MARKOYV VERS DES
DIFFUSIONS

8.4.1 Discrétisation d’Euler d’une diffusion
Soit sur R? ’EDS

dy () b(Y(£)dt + o (Y (2))dW, <7

Il

Y0 = yo

ou W; est un brownien d-dimensionnel.

Comme dans le cas déterministe, une discrétisation naturelle de la solution
s’obtient en remplacant les éléments différentiels par leurs accroissements. La
discrétisation d’Euler de pas h de la diffusion Y (¢) solution de 'EDS est
justement le processus (Y, )ren satisfaisant

h
Yasin = Yin +h b(Yi) +Vh U(Ykh)zl(ﬁzl
Yy = Yo
ol les v.a. z,(f') (K e N) sontdes vecteurs gaussiens de R¢ indépendants, centrés
et de matrice de covariance la matrice identité de RY.
Ce processus Yy, est une chaine de Markov qui vérifie

™ EXgriyn — Ye) [ Yen = y) = b(y)
(8.26)

h= Y var[(Yasnn — Y)Y =yl =0 (3)o (y)'.

Nous allons voir que ce type de propriété analogue a (8.11) et (8.12) va assurer
que la suite de chaines de Markov Yy, indexée par h converge dans un sens que
I’on va préciser vers la diffusion Y (¢) lorsque A — 0.

8.4.2 Théoréme de convergence

D . N h )
Considérons une famille de chaines de Markov (Y.”, Y,f L Yo o)
(indexée par h) a valeurs dans RY. La notation Y,f,':), indique que le temps
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h sépare deux observations successives. Une telle chaine de Markov peut se
prolonger en un processus en temps continu en supposant qu’elle reste constante
entre deux observations successives :

YW=y si kh<t<Gk+Dh  (keN).

On veut étudier la convergence des processus Y,(h) (qui sont continus 3
droite et limités a gauche) vers la diffusion Y (¢). L’approche la plus simple
consiste a étudier la convergence des lois fini-dimensionnelles des processus,
mais il est aussi possible d’étudier la convergence des lois des processus Y,(h)
considérés globalement sur [0, T'] en se plagant sur I’espace des fonctions CAD-
LAG (fonctions continues a droite et limitées a gauche) muni d’une topologie
adéquate la topologie de Skorohod (Billingsley [1968]). Nous n’insisterons pas
sur ce type de convergence, mais le théoréme énoncé ci-dessous est vrai dans ce
cadre. Les résultats de convergence que nous donnons ici émanent des livres de

Stroock-Varadhan [1979] et de Ethier-Kurtz [1986].

Théoréme 8.1

Soit une famille de chaines de Markov r®, Y,,(h), . Y,((Z), ...) (indexée par
h) a valeurs dans RY. Supposons qu’il existe des applications continues a et b
telles que, pour y de R?, a(y) soit une matrice d-dimensionnelle définie non
négative et b(y) un vecteur de RY et telles que, pour tout r de R, a(y), on ait

(1) sup |h'E [(y,fh’ — Yy = y] — b(y)’ — 0 quand h —> 0.
lyl<r

(2) sup h~'var [(Y,fh) — Yé"))lYéh) = y] —a(y)‘ — 0 quand h — 0.

lyl<r

(3) sup h_[1+(5/2)]E[|Y,Sh) — Yéh)|2+5|Yéh) = y]l reste, pour un § > 0,
lylsr
borné quand h — 0.

Supposons de plus qu’il existe une application o continue de R? dans
I’ensemble des matrices d -dimensionnelles telle que

VyeR!  a()=o()o(y).
Considérons alors ’EDS

dY(t) = b(Y(®))dt + o (Y (£))dW,

Y (0) Yo-
Si cette EDS admet une solution Y (t) unique en loi (par exemple satisfaita
(8.8) ou(8.9))etsi Y{" converge en loivers vy, alors les lois fini-dimensionnelles

des processus Y(h)(— Y(h) si kh <t < (k + 1)h) convergent vers celles de la
solution Y (t) de I’EDS.
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Remarque
Les conditions (1) et (2) sont naturelles et généralisent en quelque sorte
(8.11) et (8.12).

La condition (3) assure entre autres que, pour tout € > 0,
-1 (h) (h) (R __
h P( Yot = Yen | > E‘Ykh —)’)
tend vers 0 lorsque & — O et par suite que le processus limite n’a pas de sauts.

Application immédiate

La discrétisation d’Euler d’une diffusion converge vers cette diffusion sous les
conditions (8.8) ou (8.9). En effet d’apres (8.26) les conditions (1) et (2) du
théoréme sont vérifiées ; la condition (3) se vérifie facilement sur le moment
d’ordre 3 (§ = 1).

En particulier si nous considérons la discrétisationde 'EDS dY (t) = dW,,
nous obtenons les marches aléatoires Y,g:) définies par

(h) h) _ (h)
Yoarnn = V' = ‘/}_’Zkﬂ
ou les v.a. (z,':)keN sont indépendantes, gaussiennes centrées réduites. Nous
retrouvons alors le résultat de Donsker, & savoir que la suite de processus

[t/ h]
P =Ry o

i=l

converge, lorsque h tend vers 0, vers le mouvement brownien W,.

Remarque

. h . . . 1s
Le fait que les v.a. z,(c ) soient des vecteurs gaussiens indépendants n’est

pas important pour la convergence de la discrétisation d’Euler d’une diffusion.
Ce qu’il faut, c’est que les vecteurs aléatoires z,Eh) soient centrés, de matrice de
covariance égale a la matrice identité et non corrélés entre eux.

8.5 LES PROCESSUS HETEROSCEDASTIQUES
COMME APPROXIMATIONS DE PROCESSUS
EN TEMPS CONTINU

En finance le modele de diffusion le plus simple pour modéliser le cours
S(t) d’un actif est le brownien géométrique (exemple 1 de 8.3.2):

ds(t) = S@)(bdt +odWy)

ou b et o sont des constantes réelles.
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Lasolution S(¢) est strictement positive si la valeur initiale I’est et, posant
Y(t) = In S(¢), nous avons

0,2
dY(t) = (b - 7) dt + cdW,.

La discrétisation d’Euler de pas # de ce modele s’écrit

o?
Yk), - Y(k—l)h = (b bt 7) h+ U\/—”; Tk (827)

ou les (zx)ren sont gaussiennes indépendantes centrées réduites.

Ce modele discret suppose la volatilit€¢ o constante. Nous savons que
cette hypothése est peu conforme a la réalité et nous allons introduire dans le
modele (8.27) une variance conditionnelle non constante de type GARCH, ARCH
exponentiel, ARCH a seuil et étudier quelle est dans ces divers cas la diffusion
limite, s’il en existe une.

Le modele que nous allons considérer sera donc le suivant :
Yo=Y+ f(0}) + o1z (8.28)

ou les v.a. (z,);eny sont iid. centrées de variance 1 (non nécessairement gaus-
siennes) et f est une fonction continue a valeurs réelles. Pour tout ¢ de N, la
v.a. o, dépendra du passé du processus z jusqu’a ’instant ¢ — 1.

La variable o représente donc la variance conditionnelle de la perturba-
tion & = 0,z,. Divers modeles vont étre considérés pour cette variance condi-
tionnelle.

8.5.1 Mode¢le GARCH-M (D.B. Nelson [1990a])

Supposons pour commencer que la perturbation &, soit un processus
GARCH; dans ce cas le processus Y; est un modele GARCH-M (défini en
3.1.4).

La variance conditionnelle o*,2 s’écrit donc, si le processus &, est GARCH (p, q)

4 p

2 _ 2 2

o =w+ E o8, ; + E Bio/_j
y =

avec w > 0,a; > O pour i € {l,...,q},8 = O pour j € {1,...,p},
ag #0, B, #0.

Nous nous intéressons a des modeles markoviens puisque nous cher-
chons des modeles limites du type diffusion. Nous remarquons que le processus

Y, a,2+1) est markovien si et seulement si le processus ¢ est GARCH(1,1). Le



LES PROCESSUS ARCH COMME APPROXIMATIONS... 189

modele s’écrit alors

Yr = Yr_l + f (Ufz) + 0+

) R (8.29)
0 = o+o; (ﬁ+az,2)-

Considérons une suite de modeles de ce type indexés par h tels que
les coefficients w, B et o dépendent de maniére adéquate de h. Au vu de la
discrétisation (8.27), nous choisissons la suite de modeles suivants

Yasvn = Yin + f (07) h + ounvh z,(:r)l
, (8.30)
0(%(+|)h = opt+ Okzh (ﬂh + o (Z;(c+)1)2)

ou les v.a. z,(c") sont, pour k € N, i.i.d. centrées de variance 1.

11 s’agit de trouver des suites wy, B et «y, telles que les conditions (1) et
(2) du théoréme de convergence 8.1 soient vérifiées. Comme le modele ci-dessus
est bivarié, il en sera de méme de la diffusion limite si elle existe.

On remarque que
Yo—Yo = f(02)h+oovhz"
(8.31)
ot —0f = wn+0g (B +enc™?-1).

Il en résulte que pour ’espérance conditionnelle, nous avons

W E[(Y = Yo)l(Yo =y, 0 =x)] = f(x)

et
W E[(of = o5) | (Yo =y, 05 = x)]
[ (e 1)) (03 =)
= oy +xh By +an—1).
Cette dernire suite converge pour tout x si et seulement si on a

(i) h'w, - w quand h —> 0

(i) h'B, +a,—1) > —6 quand h — 0.
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Posons (Xgn = (Yia, o',fh)’. Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, nous
obtenons

w—06x

fx)
"E[(Xy — X0)|Xo = (3, x)] = b(y, %) =[ ]

lorsque A tend vers O.

Remarque

Il a été vu au chapitre 3 qu’il existe une solution stationnaire stricte pour
le modele GARCH(1,1) &, = a(k_l);,z,(ch) si et seulement si

E [ln (,B;, + a;,(zgh))z)] <0

et que de plus cette solution a un moment d’ordre 2, et donc o, un moment
d’ordre 1, si et seulement si
ﬁh + oy < 1.

Le moment m, d’ordre 1 de cr,f satisfait alors

my =E(07) = wp +my By + o)

et donc o,
mp,=-———- (8.32)
1 —Bn—an
La condition (ii) ci-dessus assure que By + o tend vers 1 lorsque b — 0 le
modele se rapproche donc de la frontiére entre les zones 1 et 2 de la figure 3.5
du chapitre 3. Si le modgle reste a I’intérieur de la zone 1, c’est a dire si B +
reste toujours inférieur 2 1, alors le moment d’ordre 1 de o converge, si (i) et

(ii) sont satisfaites, vers .

Considérons maintenant la variance conditionnelle :

h~var [(Yn = Yo) | (Yo =y, 04 = x)] = x,
" var[(of —og) [ (Yo =y, 05 = x)]
= h7'var [(0'0 ah(z(h) ) ]
o?
= x2-" var ((zgh))z) .
h
Cette suite converge si la condition suivante est vérifiée :

o2
(iii) 7” — o lorsque h — 0.
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11 résulte alors des conditions (ii) et (iii) que le couple («p, Bi) doit tendre
vers (0,1) lorsque & tend vers 0 et donc que le modele se rapproche non seulement
de la frontiére entre les zones 1 et 2 de la figure 3.5 du chapitre 3 mais aussi du
sommet en haut & gauche du rectangle représenté sur cette figure.

Pour terminer, il faut considérer le terme croisé
h= cov [(Yh — Yo), (0 — 03) | (Yo =y, 08 = x)]
= hE[VE VE2{xay (") - 1)]
_ % 3 (h)\3
= ﬁ x*E ((z1 ) ) .

Celui-ci converge aussi sous (iii). Par suite si nous posons
3
E ((4 ))3) =D

£ ()

nous obtenons, si (iii) est vérifie

C,

X x> /a D

¥ Jfa D x2a(C—-1)

B var[(Xn — Xo)|Xo = (y, x)] = a(y, x) =

lorsque & — 0.

La matrice a(y, x) s’écrit aussi o (y, x)o(y, x)’ avec
vx 0
xJaD xJavC—1-D2

o(y,x) =

Proposition 8.2

Sous les conditions (i, ii, iii), la famille de chaines de Markov définies en (8.30)
et valant (yo, Xo) avec xo > 0 a l'instant 0 converge (selon le sens défini dans
le théoréme 8.1), lorsque h tend vers 0, vers la diffusion bivariée

ay, = f(o})dt +o,dW/
da} = (0 —00?)dt + o2/ DAW,
+02/a/C =1~ D2 dw?

(Yo, 08) = (Yo, x0)

(8.33)

ou W' et w2 désignent deux browniens indépendants.
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Les coefficients D et C représentent respectivement les moments d’ordre

3etd’ordre 4de lav.a. z(h).

Preuve

11 suffit d’appliquer le théoréme 8.1. L'uniformité des convergences dans 1) et
2) sur les boules est immédiate. Pour la condition 3), il suffit de remarquer, en
utilisant (8.31) et les conditions (i), (ii), (iii), que pour A suffisamment petit, il
existe des constantes positives A, i, A/, i’ telles que

R0/ qup E[(Y, — Y0)**|od = x] < [(A+ M(h))m]
IXISR

(o) sup B [(07 —od)***|of = x] I B[ + w@”)P).
x|SR

De plus I’EDS limite admet une solution unique : en effet o2 satisfait une
EDS linéaire (exemple 3 du paragraphe 8.3.2.) et s’écrit de maniére explicite
(8.20). Plus précisément si (W,3),GR+ désigne le mouvement brownien défini par

-1
W,3=( c-1) [Dw,‘ +/c-1-D? w,2],
alors o est I'unique solution de 'EDS

= (0 — 80)dt + o2 /a(C — 1) dW}. (8.34)

Comme xy > 0, 0,2 reste bien positif et le processus Y; s’exprime aisément 3
I’aide du processus o5 = (/o2 et du brownien W' :

t 1
Y, =y0+f f(af)ds+/ o, dW,;
0 0

I’intégrale stochastique as d W1 est bien définie car E[ / 2ds] < 00 ;ce

dernier terme se calcul facnlement a I’aide de (8.20).

Remarque

Il peut apparaitre surprenant que dans le processus limite interviennent
deux aléas, alors qu’il n’y en avait qu’un dans les modeles de départ. Ceci est di
au fait que pour mettre en évidence des diffusions limites, nous avons été amenés
a étudier des modeles markoviens et que dans le cadre GARCH(1,1) considéré
ici, le modele naturel est le couple markovien (Y, 0,2+1) et par suite le modele
limite est une diffusion bivariée. On peut en outre vérifier que cette diffusion
bivariée dépend d’un seul aléa uniquement dans le cas dégénéré oil la variable

zﬁ”’ ne prend que deux valeurs.
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Remarquons de plus que si D = E ((zgh))3) = 0, par exemple si z(")
une loi symétrique, le carré de la volatilité o> ne dépend que du Brownien W2
et est indépendant du Brownien W' qui régit Y; ; ceci peut paraitre d’autant plus
étonnant que dans le modele GARCH-M, la variance conditionnelle est fonction
du passé de Y, . C’est en fait la non corrélation de z(h) et (z(h))2 qui entraine ce
phénomene.

Si nous discrétisons le modéle limite ci-dessus par la méthode d’Euler,
nous sommes loin du modeéle ARCH. Une discrétisation possible qui permettrait
de ne faire apparaitre qu’un aléa pourrait étre, dans le cas D = 0, la suivante:

Yatin — Yin = foB)h + oV Zis
lzk+1| - 2/m)'/?]
Thsiyn = (@ — 005 h + ofy/a(C ~ Dk —2/myi

avec zx, v.a. i.i.d. gaussiennes centrées de variance 1. En effet les deux variables
aléatoires :

e Zpet
|ze| — (2/m)!/?
(1 =2/m)i2

sont centrées réduites et non corrélées. Le probleme dans cette approximation
est que rien n’assure que o +1yn Teste positif.

Pour pallier a cette difficulté, on peut chercher a discrétiser le processus
(Y:.logo2). Ce processus satisfait, si D est quelconque :

dY; = f(a})dt + 0,d W}
d(lng}?) = (w exp(—Ino?) — 6 — @)dt
+4/& DAW} +v/a(C — 1 — D?) dW?
Posons e =‘/&D’“2=may=9+@.

La discrétisation d’Euler est alors

[ Yarvm — Yen = FOZ)Rh + 0wV 244
2 2 @
Inog .y, —Inoy, = (UT - V) h+ a1~/l7zk+1
kh

[|Zk+1| - (2/m)'"]
75

A la différence du modele GARCH qui n’intégre pas dans la variance
conditionnelle le fait que la perturbation oy, soit de signe positif ou négatif
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puisque oy n’intervient que par z7, ce modele tient compte par la présence de
Zx et |zx| non seulement de la taille de la perturbation mais aussi de son signe.
Or c’est un fait reconnu que pour certaines séries financiéres, une hausse de
rendement a sur la volatilité un impact différent de celui d’une baisse.

Dans cette optique D.B. Nelson a proposé [1990a] le modéle ARCH -
exponentiel autorégressif d’ordre 1 suivant.

8.5.2 Modele ARCH exponentiel autorégressif d’ordre 1

Dans le dernier modele présenté ci-dessus, le fait que In a(i +1)» dépende de
1/02, est fort peu agréable, et le modele proposé par D.B. Nelson fait dépendre
Inog,,, de Ino, (de manidre autorégressive) et aussi de z; et |zl.

Plus précisément ce modele est défini de la maniere suivante :

Y, =Y+ f(0}) + 012

2 (8.35)
2 2 !
Inol, =w+pInot+az+o | |z| - -

oll z, est une suite de v.a. i.i.d. gaussiennes centrées réduites, et ol w, B, &, @’
sont des constantes réelles.

Le processus Ino? est AR(1) et il admet une solution stationnaire si et
seulement si 8| < 1.

Considérons la famille de modeles
h
Yasnh — Y = f(0@)h + omvh Z;(H)I
2 2 () R 2
oG = o+ By Inog, + anzyy + o | 2| — P
et étudions les modeles limites possibles. Remarquons que

2
Ino? —Ino = wp + By — DInod + anzl” + o} I:Mh)I — /;} ,

d’ou

R E[(Ino? ~Inod) Inod =x] = h~ oy +h~' (B — 1x

h~' var[(Ino? — Inod) |Inog =x]=h"" [a,f + )} (] — ]%)jl

h—l cov ((Yh - YO) (1]’10"'2 —In 0'02) I In 0’02 = x) = e’r/zh_lﬂah.
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Nous pouvons alors en déduire la proposition suivante :

Proposition 8.3
Si

oy — o , (B —1)—> -0

! 2
el > a , h7ley? (1 - —) - o,
b 2

la famille de chaines de Markov (Yip,In akzh) définie en 8.5.2 et valant (yp.xo)
a Uinstant 0 converge, lorsque h tend vers 0, vers la diffusion bivariée

dy, foddt + o0, dW}
dlno? (@ —01Ino2)dt + Ja dW! + Vo' dW? (8.36)

(Yo,Ino2) = (3o, Xo)

on W' et W? désignent deux browniens indépendants.

Remarque

La encore, le modele limite comporte deux aléas mais, dans ce cas, le
processus In 0,2 est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous savons que ce
processus admet une solution stationnaire si et seulement 6 est > 0. Orle modele
discret o, , processus AR (1), admet une solution stationnaire si et seulement

si |Bx] < 1. L’ensemble est cohérent car § = lirr}) 1—;@ Nous verrons au
h—

paragraphe (8.6) qu’il y aussi convergence des lois stationnaires.

8.5.3 Modele GARCH a seuil (M. El Babsiri et J.M. Zakoian [1990])

Ce modele tient compte comme I’ exemple précédent d’une asymétrie dans
la réponse de la volatilité aux variations du rendement. Il s’écrit

[ Y, =Y+ f(afz) + 02,
(8.37)

Ory+1 = w+ﬁ0t+a+(0rzr)+ —a (oyz:)”

oll z, est une suite v.a. i.i.d. centrées réduites et ol w > 0, 8 > 0, @t > 0,
a” = 0.

-Lorsque a* = a~, le modele s’écrit
o041 = o+ fo, + ao|z|

etaune formulation analogue au modéle GARCH(1,1), le couple (o;, |z;|) jouant
le rdle de (0} 22).
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Dans ce cadre, le modele de diffusion limite obtenue (cf. El Babsiri,
Zakoian [1990]) est de la forme

dy,

Il

f(a,z)dt + o0,d W,1
(8.38)
do, = (0 —00,)dt + a10,d W, + ay0,d W?

Le processus o; est donc une diffusion linéaire, et lorsque les modeles de
départ sont symétriques (et = ™), alors a; = O et le processus o, dépend
seulement du brownien W2 qui est indépendant du brownien W' régissant Y.

Les modeles proposés pour la volatilité o, dans les divers exemples ci-
dessus possedent des solutions stationnaires si les parametres sont bien choisis ;
ceci sous-entend que la volatilité oscille « de maniére stationnaire » autour d’une
valeur moyenne, ce qui parait raisonnable. '

Parmi les premiers modeles a volatilité aléatoire en temps continu proposés
pour des séries financieres, on peut citer les modeles proposés par L.O. Scott
[1987]:

do? = o} (udt + adW,)

par J. Hull et A. White [1987] :

do; = (w — 60,)dt + adW,.

al

Le premier présente I'inconvénient de tendre (si u — % # 0) & vitesse ex-
ponentielle soit vers 0, soit vers +o00, lorsque ¢t — -+00, quant au deuxiéme,
il posséde une solution stationnaire, mais permet a la volatilité de prendre des

valeurs négatives.

8.6 CONVERGENCE DES LOIS STATIONNAIRES

Nous allons étudier le modéle GARCH - M, mais des résultats analogues
peuvent &tre obtenus pour les autres exemples.

Considérons le modele défini en (8.29)

[Y, = Y1+ f(o}) +orz

ok = o+or(B+azd).

Nous savons (chapitre 3) que le modele GARCH (1,1) & = 0,2z, admet
une solution stationnaire stricte si et seulement si E[lri(azf +B)l <Oetquela
solution peut s’écrire a I’aide d’une série sous la forme suivante :

& = 013

ot = w+i(ﬁ (ﬂ+az3_k>w)-

i=0 \k=1
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I1 est malheureusement impossible en général d’expliciter la loi de cette
solution stationnaire.

Ce qu’il est par contre possible de déterminer, c’est le comportement de
la queue de la solution stationnaire. Il découle en effet de résultats de H. Kesten
[1973] et de Y. Guivarch [1991] sur les solutions d’équations autorégressives a
coefficients aléatoires que 1’on peut lire le comportement de la queue de la loi de

la solution stationnaire o2 sur la transformée de Laplace suivante :

FO) =E[(az} +5)"].

Cette fonction F(A) est bien définie si z; a des moments de tout ordre.
Elle est strictement convexe et tend vers +00 lorsque A — +00 si le support de
laloi de z; est R.

Supposons que E[ln(az% + B)] soit < 0, alors F'(0) < O eten O la
tangente au graphe de F a une pente négative. Il en résulte qu’il existe Ao > 0
tel que F(Ao) = 1.

Les auteurs ci-dessus ont alors montré qu’il existe (et c’est un résultat non
trivial) une constante ¢ > 0 telle que

Plo?>x]~ | quandx > +oc. (8.39)

Par suite 6 a des moments d’ordre strictement inférieur & Ao et n’a pas
de moments d’ordre supérieur ou égal a .

On retrouve bien le fait que 0,2 a un moment d’ordre 1 si et seulement si

Fl)=a+B<1.

Dans la mesure ou on ne peut connaitre la loi stationnaire des modeles
GARCH (1,1), il est intéressant de savoir si lorsque la famille de modeles
GARCH-M définis en (8.30) converge vers une diffusion limite, la loi stationnaire
du processus o2, converge vers laloi stationnaire de la diffusion limite, loi connue
explicitement puisqu’image par 1’application x — x~' d’une loi Gamma. En
effet cette loi limite pourra alors étre considérée comme une approximation de la
loi invariante obtenue pour le modele GARCH.

Proposition 8.4

Considérons la famille de chaines de Markov (Y, akzh) définies en (8.30);
supposons que lorsque h tend vers 0

(i) hlow, > w >0
(ll) h—l(ﬂh —+—a,, - 1) — —0

(iii) h~a? > a.
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Si 6 > 0, alors la suite des probabilités invariantes des chaines de Markov
2 converge étroitementvers la probabilité invariante de la diffusion limite (8.34)

Okh
do} = (0 —002)dt + o}y/a(C — 1) dW,

oi C = E((z")3).

Cette probabilité invariante est I'image par Uapplication x — x~' de la

loi Gamma
r 2w 1+ 20
alC -1’ a(C-1)/"

La preuve de cette convergence des probabilités invariantes découle du fait
qu’a la fois les chalnes de Markov et la diffusion limite issues de n’importe quel
point se rapprochent des processus stationnaires a une vitesse exponentielle que
I’on peut contrdler.

Remarque

La loi stationnaire de la diffusion limite admet un moment d’ordre 1 si et
seulement & > 0. Il y a en fait les correspondances suivantes entre les modeles
GARCH et les diffusions limites :

Modele GARCH(1,1) Diffusion limite
. , . . . ) —26
Existence d’une solution stationnaire | E[Log(a, + Br2°] < 0 m <1
Moment d’ordre 1 ap+ B <1 >0

Preuve de la proposition

Soit la famille de chaines de Markov o, définies par

2
h
Oy = o + ‘7(2k—1)h (ﬁh +ay (Zl(c )) )

ot les v.a. z{" sont, pour k € N, i.i.d. centrées de variance 1.

Nous noterons o7, , la chaine de Markov issue de x(o¢, = x).

Comme € est strictement positif, o, + B, < 1 pour h suffisamment petit
etle modele ci-dessus admet une solution stationnaire o, de loi vy, . Remarquons

alors que
Tino = U—Iczf: = (H (ﬂh + O‘h(zgh))z)) (x - 0—02)

i=1
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et par suite
E (‘Ukzh x "khl) By +an) E ('X — g ) .
Prenons x = 0 ; alors comme E(J—Oz) = l—ﬂ—— (c£.(8.32)), on obtient

Wy,

—Bn—ay

E[’Ukzho Uth (Bn +ah)

D’aprés le paragraphe 8.5.1, les lois fini-dimensionnelles du processus (o(h) )2

défini par
) 2 2 .
(/") =0l si kh<t<(k+Dh,

c’est a dire par 0"y = 05 /nih,0 convergent vers celles du processus solution
de 'EDS (8.34):

dofo = (w-— 007)) dt + o,?o,/a(C — 1) dw’.

a&o = 0.

L’EDS ci-dessus admet, puisque 8 > 0, une solution stationnaire o2 de loi v

ayant un moment 1. Remarquons qu’il est facile de mesurer 1’écart entre o et
0?2, ; en effet d’apres (8.20)

2 2 2
of —0;p= é(t)ao2

E(t) =exp (— (0 + ;(x(C - 1)) t+Ja(C—-1) Wf)

Le processus o> ayant un moment d’ordre un, on obtient

) < exp(—61) (o_g) :

I1 s’agit de prouver que v, converge étroitement vers v lorsque A tend vers 0
de maniére a ce que (i), (ii), (iii) soient satisfaites. Il suffit de montrer que pour
toute fonction f lipschitzienne bornée, vx(f) converge vers v(f). Soit donc f
bornée lipschitzienne de rapport K.

2 2
E(Ut — 00
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Alors, pout tout ¢ réel positif,

@)U
K ((faﬁ/h]h - a[%/h]h.O‘) +E (“7;2,0 - Utzl)
+[E(f (o/mm0) — E(f (00))]

K ((ﬂh Fa/ o+ exp(—OE @))

[ (f) —v()

VA

N

+[E(f (o3/mm0)) —E(f (070))] -

Le dernier terme de 1’inégalité tend, & ¢ fixé, vers 0 lorsque 4 tend vers 0.
On obtient alors a I’aide de (i) et (ii),

Jim sup () — ()] < K exp(-00) () +E (7))

11 suffit de faire tendre ¢ vers oo pour conclure.

8.7 CONCLUSION

Terminons ce chapitre par une comparaison entre les modeles discrets de
type hétéroscédastique et les diffusions limites :

En ce qui concerne I’estimation, nous avons le plus souvent a notre dis-
position une série d’observations discrétisées (par exemple du cours d’un actif)
et I’estimation des parametres d’un modeéle GARCH est relativement aisée et en
fait plus facile que ceux de la diffusion limite.

En effet dans le cadre GARCH, un seul aléa intervient pour décrire le
cours de I’actif et sa volatilité et méme si la volatilité n’est pas observable, on
peut construire (cf. chapitre 4) des fonctions de pseudo-vraisemblance, basées
sur I’unique aléa, qui définissent des estimateurs convergents et efficaces.

Pour les modéles de diffusion limites, la volatilité est une variable cachée
qui est régie dans certains cas par un brownien indépendant de celui qui intervient
dans le cours de I’actif. Une bonne estimation des parametres défintssant la
volatilité est encore un probleme ouvert.

Au niveau prévision, les modeles autorégressifs a erreur GARCH (p, 9)
sont trés bien adaptés et offrent une panoplie de modeles de tailles différentes
(dépendant de p et de q). Les modéles limites se limitant au cadre markovien
sont beaucoup plus pauvres.

En ce qui concerne les lois stationnaires des divers modeles, le calcul

explicite est impossible dans le cadre GARCH(1,1) et est par contre possible
pour la diffusion limite. Ceci ajouté au fait que le calcul stochastique permet
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souvent des calculs €légants fut une bonne motivation pour considérer en finance
les modeles a temps continu émanant des processus hétéroscédastiques. En effet
on avait mis en évidence que les modeles autorégressifs a erreurs GARCH étaient
bien adaptés aux séries financiéres, tenant compte d’une volatilité non constante.
Mais pour tout ce qui est évaluation, par exemple d’options, les calculs explicites
étaient difficiles (J.-C. Duan [1990]). Or une des raisons de la célébrité du modele
de Black and Sholes pour le prix d’options était la mise en €vidence d’un calcul
explicite simple. Les modeles & temps continu & volatilité aléatoire ont donc été
attrayants et un certain nombre d’articles sur ce theme sont parus (J. Hull et
A. White [1987], L.O. Scott [1987], J. B. Wiggins [1987], E. M. Stein et J. C.
Stein [1991], E. Renault et N. Touzi [1992], H. Follmer et M. Schweizer [1993]).
Mais en fait les calculs de prix ne sont pas si simples et réclament souvent des
simulations de type Monte-Carlo.

Signalons de plus que lorsqu’on modélise le cours d’un actif par un modele
hétéroscédastique discret ou par un modele a temps continu a volatilité aléatoire,
le marché est incomplet et donc trouver la bonne probabilité «risque-neutre » est
difficile.






CHAPITRE 9
DE L’UTILITE DES MODELES ARCH
par

Jean-Francois BOULIER

Toute nouvelle technique apporte un regard neuf sur une réalité déja
observée et ravive I’espoir de résoudre les questions les plus difficiles ou du moins
d’y répondre de fagon plus satisfaisante. Les modeles économétriques ARCH
n’échapperont pas au cycle d’appropriation humaine qui de la curiosité passe a
I’engouement, et de 1’exces peut conduire a I’overdose, avant que I’expérience
soit suffisante pour que les bons manuels en consacrent I’usage dans un domaine
bien balisé. Or nous sommes aujourd’hui en début de cycle.

Apparue et développée pendant les années 80, cette nouvelle technique
économétrique a percé sur le constat des imperfections de la modélisation des
cours boursiers et des taux au moyen de processus browniens. D’une part les
lois marginales des variations relatives des cours ne paraissent pas gaussiennes
en raison de leur leptokurtivité, d’autre part 1’autocorrélation des carrés ou des
cubes des variations relatives des cours est significativement positive. Extension
assez proche du modele de base d’un grand nombre de techniques d’évaluation,
les modeles ARCH sont trés séduisants : ils constituent un pas dans la bonne
direction tout en restant dans un domaine de complexité abordable.

Pour ces raisons, 1’équipe de recherche innovation du CCF a depuis 1988
mené de nombreuses recherches sur les modéles ARCH. Nous nous y sommes tout
d’abord intéressés a des fins de description et de mise en ceuvre de procédure d’es-
timation, nous avons ensuite cherché a utiliser cette approche en vue d’améliorer
nos prévisions, en envisageant notamment la prévision de volatilité. L'évaluation
des options et la détection d’arbitrage a fait I’objet de quelques tentatives. Pa-
rallelement, I’intérét potentiel de cette modélisation économétrique dans le con-



204 ___ Chapitre 9

texte de la gestion de portefeuille a été plusieurs fois jaugé. Le fil conducteur est,
on I’aura compris, la modélisation du risque et ses applications.

11 est clairement trop tot pour porter un jugement définitif car le manque
de recul et d’expérimentation pourrait nous laisser ignorer leur utilit€ ou nous
méprendre sur leur efficacité. Le but de cet exposé est donc de rassembler
quelques illustrations des quatre étapes de nos recherches, dont certaines ont fait
I’objet de communications spécifiques, et de faire le point sur I’utilité potentielle
pour I’industrie financiere de cette intéressante modélisation. Il s’agira pour
I’essentiel de résultats empiriques. Le lecteur ne s’étonnera donc pas d’y trouver
des conclusions moins positives et plus partielles que dans la littérature sur le
sujet. On se rapportera aux précédents chapitres pour trouver les références de
base, les descriptions des modeéles et leur estimation. Le point de vue retenu ici est
celui d’un utilisateur, dont on ne peut prétendre qu’il soit tout a fait représentatif,
mais dont I’ambition est de tirer le meilleur profit de la modélisation avec un
esprit d’enthousiasme critique.

9.1 POUVOIR DESCRIPTIF

Nous nous intéressons au comportement statistique de séries de rentabilités
r, d’actifs financiers, incorporant les coupons ou dividendes s’il y a lieu. La
modélisation désormais classique qui est a la base de I’évaluation d’option ou
des choix de portefeuille peut se résumer a:

rr=RAt+ 02, 9.1)

ol R estlarentabilité espérée et o la volatilité ;
t est 'intervalle de temps ;

Z, est une variable aléatoire gaussienne d’espérance limitée et de variance
At.

Cette modélisation est bonne dans la mesure ou elle reconnait le ca-
ractére aléatoire des variations de prix. Mais elle trébuche dans le détail sur
la représentation statistique. A titre d’exemple, les graphiques suivants extra-
its de Rabemanajara et Batt [1991] illustrent les distributions des coefficients
d’asymétrie (skewness, figure 9.1) et d’applatissement (kurtosis, figure 9.2) d’un
échantillon de 113 valeurs frangaises (données hebdomadaires 81-89). Sachant
que ces coefficients devraient &tre nuls dans le cas d’une loi normale, ce que
I’on rejette au seuil de 5% lorsqu’ils sont supérieurs a 0.045 et 0.091 respective-
ment, il est visible que la modélisation n’est pas tres représentative de la réalité
boursiere. Cette conclusion est un peu nuancée lorsque 1’on change la fréquence
des observations. On remarque sur les graphiques qui présentent les distributions
empiriques du CAC 240 (figure 9.3) que I’applatissement est surtout prononcé
pour les cours quotidiens et hebdomadaires et qu’il a tendance a s’estomper avec
une fréquence mensuelle.
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A Fréquence en %
%51
20F
151
10 |-
5 L
o by B

3 26 -22 -18 -14 -1 -06 -02 02 06 1 14 18
Rendements hebdomadaires 1981-1989

Figure 9.1: Distribution des skewness des valeurs

Fréquence en %

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Rendements hebdomadaires 1981-1989

Figure 9.2: Distribution des kurtosis des valeurs

A partir de la constatation de I’inadéquation du modele (9.1), au moins
deux voies se dégagent: ou bien changer la loi de probabilité de Z ou bien
relacher I’hypothese d’une volatilité constante. C’est ce dernier choix que nous
allons faire dans cet exposé en essayant de discerner les avantages et les limites
de cette nouvelle modélisation.
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4 Fréquence A : Données quotidiennes
12 Moyenne = 12.17%
Volatilité = 15.91%
Skewness = -0.56

Kurtosis = 6.34

10

8k

Loi normale N (0,1)

Rendements centrés et réduits du CAC

Fréquence B : Données hebdomadaires
12} Moyenne = 12.17%

Volatilité = 17.18%

Skewness =-0.67

Kurtosis = 6.97

Loi normale N(0,1)

Rendements centrés et réduits du CAC

Fréquence C: Données mensuelles
sl Moyenne = 12.17%

& Volatilité = 15.91%
Skewness = —0.56
Kurtosis = 6.34

Loi normale N(0,1)

1 2 1
Rendements centrés et réduits du CAC

Figure 9.3
Distribution d’'une loi normale et distribution empirique de Findice CAC
pour des données quotidiennes, hebdomadaires et mensuelles (1976—
1990)
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9.1.1 Modélisation GARCH de ’indice CAC

Afin de voir dans quelle mesure ce type de processus est adapté a la
modélisation des rendements d’un actif financier, nous avons estimé (voir Rabe-
manajara et Batt [1991]) sur les rendements quotidiens du CAC les parametres
d’un modele GARCH(1,1) sur la période 1976-1990, en introduisant dans la
moyenne un terme autorégressif d’ordre 1, en raison de I’existence d’une au-
tocorrélation entre les rendements quotidiens sur cette période. Le processus
autorégressif a erreurs GARCH(1,1) représentant Y, = log(l + r;) est le sui-
vant (I’écart-type d’estimation figure entre parenthéses sous la valeur estimée du
parametre) :

Y, =0.00056 + 0.26Y,_; +e, 9.2)
(0.0001) 0.017)

V(e l—1) = 02 =0.042 + 0.156¢?_, + 0.80702, .
0.0045)  (0.009) 0.011)

Les rendements quotidiens de I’indice CAC en 1987 ainsi que les volatilités
calculées a chaque date a I’aide du mode¢le estimé ci-dessus sont présentés sur le
graphique de la figure 9.4 : si la volatilité estimée par le modele avant le krach
boursier d’octobre 1987 était généralement inférieure a 20%, elle a atteint d’apres
le modele plus de 60% au cours du dernier trimestre de I’année 1987.

Rendement Volatilité en %

40

20

0
Rendements quotidiens 1987

Rendement indice CAC — Volatilitt GARCH(1,1)

Figure 9.4
Rendements quotidiens de l'indice CAC Général en 1987 et volatilité
estimée sous I'hypothése du modele GARCH(1,1)

La statistique de test du rapport de vraisemblance du modele contre le
modele GARCH(1,1) vaut 972 et conduit facilement au rejet de I’hypothése
d’homoscédasticité. Il est intéressant de comparer également les caractéristiques
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des distributions empiriques du bruit e, /o sous I’hypothése d’homoscédasticité
(variance constante) et celles de ¢, /0, sous I’hypothése du modele GARCH(1,1)
estimé ci-dessus. Les distributions empiriques de ces processus sont représentés
a la figure 9.5 avec la densité d’une loi gaussienne. On voit que la distribution
de e,/o; est plus proche de celle d’une loi normale que celle de e,/o . De plus,
la modélisation GARCH permet de réduire trés significativement la kurtosis qui
passe de 6.45 pour ¢, /o 22.98 pour ¢,/0;.

Fréquence en % &/ o, glo

Skewness -0.34 -0.39
Kurtosis 2.98 6.45

1 Illl‘klﬁ..,

24-36-32-28 242 16-12-08-04 0 04 08 12 16 2 24 28 32 36 4
Rendements quotidiens du CAC 1976-1990

Loi normale N(0,1)

¥e  Ee

Figure 9.5
Rendements quotidiens de I'indice CAC de 1976 a 1990: distributions
de ¢,/o, etde ¢, /o

9.1.2 Modélisation GTARCH de I’indice CAC

La modélisation GARCH qui vient d’étre présentée rend bien compte des
poussées de fievre du marché financier parisien. Mais les chocs les plus séveres
sont plutdt a la baisse. Le sentiment boursier est corroboré par 1’observation
des autocorrélations des résidus £, du modele AR du CAC sur la période 1976-
1991 : il est visible que la baisse entraine la baisse car I’autocorrélation des ¢, =
min(0, &;) est plus forte que I’autocorrélation des hausses (&f = max(0, &)),
comme le montre la figure 9.6.

Les variations vécues le plus douloureusement ne seraient-elles pas percep-
tibles, en y incorporant une différenciation de la variance conventionnelle selon
la hausse ou la baisse du marché ? C’est I’objectif de la modélisation TARCH a
seuil (T : threshold) décrite par I’école frangaise et dont 1’application a I’indice
CAC est décrite dans Rabemananjara et Zakoian [1991].
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} Autocorrélation

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 Lag

Figure 9.6: Fonctions d’'autocorrélation : séries de résidus

Parmi les modeles estimés dans Rabemananjara et Zakoian [1991], le
modele GTARCH non contraint répond aux spécifications suivantes :

rn = c+tdir-1+&
& = GIZ, (9.3)

ou Z, est le tirage d’une méme variable aléatoire symétrique et
+ PR —
o =ao+a; & —a & + P10

avec «g > 0 mais sans contraintes sur les autres coefficients.
Les résultats sont répertoriés dans le tableau 9.1 (page suivante).

Le marché frangais semble donc réagir plus brusquement a la baisse
(af < @y ). Des auteurs mentionnent des variances 2 la hausse significativement
plus faibles que celles 2 la baisse.

Des comportements similaires ont également été identifiés pour plusieurs
valeurs de la cote, mais dans plusieurs cas certains coefficients sont négatifs.
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Tableau 9.1: Estimation des paramétres 1976-1990

Paramétres Homoscédastique GARCH(1,1) (3)
Constant 0.040 0.056 0.038
(0.016) (0.013) (0.013)
®, 0.182 0.262 0.262
(0.016) (0.017) (0.017)
) 0.989 0.042 0.049
(0.007) 0.017)
of 0.111
(0.020)
ou 0.156
(0.009)
oy 0.192
(0.019)
B 0.807 0.833
0.011) (0.020)
Variance historique 0.989 1.135 1.269
L-R test
d’homoscédasticité 486.0 501.2

9.1.3 Modélisation du MATIF

Ces modeles sont-ils stables ? La réponse est malheureusement souvent
négative ; d’ailleurs plus la modélisation est sophistiquée et moins elle est robuste.
Atitre d’exemple, nous présentons dans le tableau 9.2 les variations de parameétres
que nous avons constatées (voir Jamet et Rabemanajara [1989]) dans le cas du
Matif, pour lequel ont été étudiés les contrats Juin 1988, Décembre 1988 et Mars
1989.

L’hypothése d’homoscédasticité ne peut étre rejetée pour la deuxieme
échéance et les coefficients sont assez différents entre la premiére et la derniére :
il est a noter que les volatilités des lois marginales valent respectivement 11.7%
pour Juin 1988 et 5,1% pour Mars 1989 signe que le krach de 1987 a trés nettement
affecté les cotations du premier contrat.

Ce choix de quelques illustrations vise a €tayer nos principales conclusions
pratiques :
e les modeles ARCH apportent une meilleure description que le modele
classique,
o la gamme des modeles est trés vaste et I’intuition peut &tre un bon guide,
o la stabilité temporelle des parametres est rarement au rendez-vous.
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Tableau 9.2: Estimation des paramétres du modele GARCH(1,1)

Echéance Période Paramétres estimés! Test? de 'hypothése
d’estimation d’homoscédasticité
m c alpha | beta
Juin — 88 0.02 | 0.06 0.32 0.57 110.1
1/11/87-20/5/88 04) (1.8) 3.0 3.7
Déc-88 0.04 | 0.08 0.09 0.40 4.18
5/4/88-18/11/88 (1.4) (0.6) (0.6) 04)
Mars-89 0.04 | 0.08 0.19 0.40 43.2
1/7/88-20/2/89 (1.1) (1.1) (1.2) (1.0)
U la statistique du test de Student figure entre parentheses sous le coefficient.
2 Sous I’hypothese d’homoscédasticité, la statistique suit une loi du chi deux a 2 ddl dont la valeur
critique au seuil de 5% vaut 6

9.2 PREVOIR AVEC LES ARCH

Les illusions des financiers sont tenaces : on veut croire que les marchés
sont (pour partie) prévisibles. Puisque les modeles ARCH paraissent bien repré-
senter la variation des cours, n’y a t-il pas de I’'information exploitable pour
prévoir I’évolution future du marché ? La premiere idée est naturellement d’es-
sayer de prévoir la volatilité (implicite) du marché des options. Les modéles
GARCH-M constituent une deuxi¢me piste dans laquelle la prévision multivariée
s’enrichit des impacts de la variabilité sur la variable prédite.

9.2.1 Prevoir la volatilité du MATIF

Le marché des options Matif a dés son lancement été trés liquide en ce
qui concerne les séries d’options a la monnaie. C’est pourquoi, dans Jamet
et Rabemananjara [1989], et sur les échéances des contrats futures de Juin et
Décembre 1988 ainsi que de Mars 1989 (cf 9.1.3) ont été calculées les volatilités
implicites du marché (modele de Black — option européenne) sur les cotations de
cloture.

Les modeles GARCH présentés au 9.1.3 ont alors servi a prévoir la volati-
lité correspondant a un contrat et une maturité H (exprimée en jours) au moyen

de:
2

2 _ z Ot 4h
Vio(H) = E —= 9.4)
— H

oll 0,4, est I’espérance conditionnelle a la date ¢ de la volatilité a la date ¢t + h.

Dans le tableau 9.3 sont reportés, en fonction des trois échéances, les
coefficients de corrélation de la volatilité implicite avec d’une part la volatilité
historique (20 bourses) et V.
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Tableau 9.3: Coefficients de corrélation de la volatilité implicite

Echéance Volatilité Volatilité
historique GARCH
Juin-88 0.47 0.82
Déc-88 -0.047 0.58
Mars-89 0.59 0.37

Il semble bien qu’une partie des variations du marché soient anticipables
au moyen d’un modele GARCH, toutefois le succes n’est pas assuré. D’autre
part, comme il est visible sur le graphique correspondant a I’échéance Juin 1988,
le niveau absolu de la volatilité implicite peut rester (traumatisme du krach) trés
¢loigné du niveau prévu au moyen de la modélisation.

A Volatilité en %

-2/2 22/3 20/5

Volatilité hist. 20 jours
Volatilité Garch instant

Volatilité & la monnaie
Volatilit¢ Garch option

Figure 9.7: Volatilités

9.2.2 Prévoir la volatilité des cours de change

La méme démarche nous a conduit (voir Eyssartier et Le Douarec [1989]) a
analyser les cours d’options du marché de Philadelphie sur les couples GBP/USD
et DEM/USD, c’est a dire les cours de change de la livre et du Deutsche Mark
en Dollars. Les modélisations GARCH ayant été déterminées, les résultats du
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modele (4) sont représentés sur les graphiques suivants ol ils sont comparés a
la volatilité historique (60 jours) et la volatilité implicite (modele de Garman et
Kohlhagen). Il est visible que le modéle GARCH fournit de I’information sur ces
marchés d’options. Les impacts de I’invasion du Koweit et du déclenchement de
la guerre terrestre sont assez manifestes.

9.2.3 Modéles GARCH-M pour prévoir le CAC

Notre ambition (voir Eyssartier et Le Douarec [1989]) est 1a beaucoup plus
grande : est-ce que la modélisation ARCH peut nous permettre de concevoir des
stratégies qui battent le marché d’actions ?

Voici une sélection de trois spécimens parmi les nombreux modéles de
prévision testés dans Eyssartier et Le Douarec [1989]. Les variables explicatives
sont déterminées dans un échantillon de taux de croissance d’indices boursiers
mondiaux dont le CAC lui-méme, de taux d’intéréts et de valeurs francaises. Nous
avons volontairement limité le nombre de variables a trois et les avons déterminées
(avec éventuellement des retards) sur la base de la variance expliquée. A partir de
13, les erreurs du modele ont été représentées au moyen d’un modele GARCH(1,1)
ou d’un modele GARCH-M(1,1).

& = r,— Y. axy—do (9.5)
1<i<3
E(&) = 0
Var(g;) = 0,2
ol = ag+aiel, +piol,.

Les performances de stratégies d’investissement fondées sur les trois
modeles (M1: régression simple, M2: régression GARCH, M3: régression
GARCH-M)) sont résumées dans le tableau 9.4.

En considérant que notre prévision est lamoyenne d’une gaussienne d’écart
type déduit de la variance conditionnelle, il est aisé de calculer une probabilité
P de hausse du CAC. La stratégie testée consiste a investir toutes les semaines
100 F sur le CAC si P est supérieur a 55% et a le vendre a découvert pour 100
FREsi P est inférieur 2 45%. La position est débouclée en fin de semaine. Dans
I'intervalle 45% < P < 5% on ne prend pas position.

La deuxiéme colonne du tableau 9.4 indique le nombre de semaines ga-
gnantes (sur 56 semaines de Février 88 a Mars 89) les colonnes 3 a 5 fournissent
les erreurs (&, ) moyennes en valeur absolue, absolues moyennes et quadratiques
moyennes de cette stratégie. Enfin la colonne 6 fournit le gain moyen, son écart
type étant en colonne 7 et leur rapport appelé ratio de Sharpe, figure dans la
derni¢re colonne.



214 Chapitre 9

Tableau 9.4 .
Performances des stratégies d'investissement fondées sur trois modéles
Test Erreur Erreur Ratio
Modeéle du Erreur | absolue |quadratique| Gain Ecart de
signe |moyenne| moyenne | moyenne type | Sharpe
(%) (%) (%)
M1 33 0.51 1.63 1.94 28.95 1.64 0.32
M2 33 0,54 1.64 1.93 32.12 142 0.41
M3 29 0.96 1.74 1.92 8.53 1.71 0.09
M1 : régression simple ; M2 : régression GARCH ; M3 : régression GARCH-M

Ces résultats obtenus en dehors de la période d’estimation ne sont pas mau-
vais. Les ratios de Sharpe sont positifs — toutefois, ils ne sont pas exceptionnels
car un bon ratio serait plutot supérieur 2 0.5. Le modeéle GARCH sort nettement du
lot (sa performance est illustrée a la figure 9.8). En revanche le modele GARCH-
M semble contreperformer. L’explication en est sans doute qu’en période de forts
mouvements il y a une double inhibition du signal de ce modele — d’une part
la moyenne baisse et d’autre part la variance monte. Comme le CAC a été plut6t
orienté a la hausse sur la période, les signaux de M3 ne sont pas tres efficaces.
Serait-il meilleur en période de baisse ?

A Taux de croissance
0.06 -

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

Numéro de semaine

Taux de croissance observé
GARCH(1,1) e - Upper 68%

Lower 68%

Figure 9.8: Comparaison en prévision des modéles : prévision de I'indice CAC

Un mot de commentaires pour conclure cette partie «prévisions». An-
ticiper le marché est une gageure, c’est bien connu... mais le taux de réussite
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est finalement parfois alléchant. Les modeles ARCH nous apportent dans ce
domaine :

o d’intéressants signaux sur le marché des options, mais dont la fiabilité
(stabilité notamment) est incertaine ;

e un signal complémentaire utile sur le résidu d’un modele de régression
linéaire ; 1a encore trop de sophistication semble nuire.

9.3 LES OPTIONS DANS UN UNIVERS
HETEROSCEDASTIQUE

Les méthodes précédentes (cf 2.1 et 2.2) manquent de cohérence ! Si les
volatilités sont variables pourquoi utiliser les signaux « ARCH» pour prévoir
la volatilité implicite des modeles qui présupposent des volatilités constantes !
Il parait utile de dépasser le cadre des hypotheéses de Black et Scholes et de
tenter d’apprécier 1’apport d’une modélisation plus riche. Plusieurs recherches
théoriques sont conduites sur le sujet, en particulier en France (voir les commu-
nications du Congres 1992 de I’ AFFI). Nos travaux remontent 4 deux ans. Ils
sont rapportés dans Pluchet et Sauvant [1990], et suivent de prés la modélisation
de Hull et White [1987]. Comme ils n’ont pas fait objet de communication, nous
détaillerons les résultats en présentant tout d’abord le cadre de la modélisation
puis en évoquant les questions d’évaluation numérique. On montrera que le pri-
cing ne differe de celui de Black et Scholes que dans le cas des options de
maturités courtes et son efficacité sera illustrée dans le cas d’options sur le CAC.

9.3.1 Modéle stochastique et valorisation d’option

Les modeles GARCH s’averant intéressants on s’est efforcé de trouver les
valeurs d’options dans le cadre d’un modele stochastique dont la « discrétisation »
soit un GARCH(1,1). Les travaux de Nelson (voir Pluchet et Sauvant [1990])
montrent que le modele discret définit par :

2
nAlog(S;) = (u - 07') At+0,Z,
ol = 0o+a(0,Z,)" + po} (9.6)

ol Z, suit une loi normale N (0, At) et Z, est indépendant de Z,_,, a pour
limite le modele stochastique suivant :

dS,

= pudt+o0,dW,;
S

do} = (w —©0})dt +ac}dW, 0.7

oll Wy et W, sont deux mouvements browniens indépendantset ® = 1 —a — 8.
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Des développements complexes de calcul stochastique s’inspirant de ceux
décrits dans Hull et White [1987] qui supposaient que w = 0, permettent
d’obtenir la valeur du call européen d’échéance T par:

Call = fo BS(3)g(y)dy 0.8)

T
y:f o,zdt
0

et BS estla valeur du Call donnée par Black et Scholes avec une volatilité y du
cours.

9.3.2 Evaluation numérique

Le calcul numérique approché de (9.8) peut &tre conduit de plusieurs
fagons :

e en effectuant un développement de Taylor sous le signe intégrale a un
ordre suffisant ; les ordres que nous avons choisis sont 1 (méthode n°1) et
2 (méthode n 2) qui nécessitent le calcul des moments d’ordre 1 et 2 de
y. Le calcul analytique complet de ces moments a pu étre mené dans le
cadre du modele (9.7).

o en effectuant des simulations de Monte Carlo, un processus (9.6) peut étre
généré, puis la distribution empirique de y ainsi obtenue sert a évaluer
(9.8) (méthode n 3). Les résultats de 20 000 tirages montrent que y parait
log-normalement distribué.

e sous I’hypothese que y soit une loi log-normale (dont on connait exacte-
ment les moments), on peut calculer I’intégrale numériquement (méthode
n' 4) avec une trés bonne précision (méthode des rectangles par exemple).

Dans le tableau 9.5 sont reportées les valeurs obtenues avec les 4 méthodes
pour des options de maturité 100 jours, un taux de 7.9%, une valeur de S = 98.7
(donc un prix a terme de 101.75) et des parametres @ = 0.4, 8 = 045,
w = 0.186, en fonction de leur prix d’exercice K .

Comme on le constate, ces valeurs sont trés groupées et les écarts relatifs
sont inférieurs a 2% — ils sont plus importants bien entendu, pour les options en
dehors de la monnaie. Le calcul numérique montre que le coefficient en facteur
de Var(y) est négatif a la monnaie et positif en dehors, ce qui est conforme a
I’observation du marché (effet «sourire »). Nous utiliserons le premier modele
dans la suite.
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Tableau 9.5
Valeur du Call suivant 4 méthodes de calcul et 3 hypothéses de leur prix
d'exercice X

K Méthode Call Put

100 1 2.389 0.6922
2 2.380 0.6837
3 2.371 0.6739
4 2.374 0.6767

102 1 1.271 1.513
2 1.262 1.505
3 1.248 1.491
4 1.250 1.493

104 1 0.5720 2.755
2 0.5637 2.746
3 0.5602 2.743
4 0.5635 2.746

9.3.3 Volatilités effectives

Les résultats numériques précédents indiquent que dans une plage de
prix d’exercice, le prix de 1’équation (9.8) peut étre approché par le BS(E(y)),
autrement dit que 1’on peut en pratique conserver la formule donnée par Black et
Scholes a condition d’utiliser une volatilité effective qui correspond a I’espérance
de y qui peut étre calculée exactement :

1) k _
EQ) =gT+gz(l-e re) (9.9)

avec k =090 — w.
La volatilité effective vaut donc :

w k 1-¢T®

Jw/© peut-il s’interpréter comme une volatilité de long terme et 1/® comme
un temps caractéristique ?

Cette fonction V(T) est représentée sur la figure 9.9 dans le cas d’une
variance initiale deux fois supérieure a la variance de long terme et avec les
paramétres suivants: ¢ = 0.1, B = 0.86 et @ = 0.033. Le graphique montre
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Figure 9.9: Volatilité effective

ainsi qu’au dela d’une centaine de jours, 1’écart entre la volatilité effective et la
volatilité de long terme est trés faible. Cela fournit également une explication
au fait empiriquement connu que pour un méme prix d’exercice et un méme
sous-jacent la volatilité du marché puisse dépendre de I’échéance de I’ option.

9.3.4 Stratégie d’arbitrage des options CAC

Comme 1’écart d’évaluation est surtout sensible lorsque 1’échéance de
I’option est trés rapprochée, nous avons testé s’il était possible d’effectuer des
arbitrages sur le marché des options du CAC 40.

10 jours ouvrables avant 1I’échéance du contrat d’option, on décide de
vendre un call et un put a la monnaie si leur valeur de marché est plus élevée que
celle donnée par le modele. On achéte un call et un put a la monnaie dans le cas
contraire.

Le jour d’échéance, on gagne (respectivement perd) |S — K| si I’on est
porté acheteur (respectivement vendeur).

Les résultats obtenus entre novembre 1988 et mars 1990 sont présentés
dans le tableau 9.6. La valeur de Call+Put a la monnaie évaluée 2 la volatilité
historique est indiquée pour mémoire.

On ne peut pas toujours trouver des options 2 la monnaie dans la pratique.
Si tel est le cas on achete (ou on vend) pour moitié les options les plus proches
de la monnaie de part et d’autre.
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Tableau 9.6
Test des stratégies d’arbitrage sur le marché des options du CAC 40

Mois Garch Marché Historique | Décision Gain
Nov-88 29 48 26 Vv +41
Déc-88 23 29 12 v -12
Jan-89 34 48 37 A% +11
Fév-89 35 61 34 \'A% -9
Mar-89 44 58 38 \Y% +37
Avr-89 34 53 22 \'A" +47
Mai-89 36 44 29 v -4
Jui-89 33 36 19 \% +28
Jui-89 36 31 33 A +4
Aoii-89 34 38 19 A% -12
Sep-89 34 44 26 v +35
Oct-89 70 117 123 Vv +97
Nov-89 46 56 36 A% +1
Déc-89 42 56 36 \Y% +18
Jan-90 48 62 43 \"/ +7
Fév-90 46 57 41 \Y% +50
Mar-90 48 50 48 v +35

On constate que dans la plupart des cas le marché est trop cher : I’estimateur
fondé sur le modele GARCH et celui fondé sur la volatilité historique a court
terme (10 jours) conseillent souvent a juste titre de se porter vendeur. L’estimateur
GARCH est plus stable que celui fondé sur la volatilité historique a court terme.
Il est possible que ces gains soient attribuables a la phase de lancement du marché
que nous avons considérée.

Lors du mini-krach d’octobre 1989, la volatilité implicite s’aligne sur
la volatilité historique a 10 jours. La volatilit¢ GARCH augmente aussi, mais
moins. En octobre 1989, I'estimateur GARCH s’avere meilleur que la volatilité
historique et que le marché puisque I’on peut constater ex post que le support a
moins varié que prévu.

Beaucoup de travail attend encore le modélisateur dans le domaine de
I’évaluation des options avec volatilité¢ ARCH et d’une fagon générale dans tout
type de gestion dynamique. En pratique toutefois, sous réserve de tests plus
complets, il semble que le bénéfice de ces modélisations ne soit tangible que
dans le trés court terme (un mois tout au plus).
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9.4 GESTION DE PORTEFEUILLE ET MODELISATION

ARCH

L’analyse du risque constitue le point de départ de la gestion quantitative.
Aussi est-il tentant de considérer les améliorations potentielles des techniques
modernes de gestion en ce qui concerne les concepts statiques, le béta, le risque
spécifique ou la distribution des rentabilités futures du portefeuilles ou en ce qui
concerne la gestion proprement dite, choix d’actifs selon des primes de risque
par exemple ou bien |’optimisation.

Ayant fait plusieurs essais dans chacun de ces domaines, nous avons choisi
de présenter ceux dont les résultats sont les plus surprenants et qui se rapportent
a I’optimisation du portefeuille (voir Boulier et Rabemananjara [1992] pour plus
de détails).

9.4.1 Persistence d’effets ARCH

Sur la figure 9.10 sont représentés les coefficients d’applatissement de
portefeuilles d’actions frangaises en fonction du nombre de lignes les composant
(investissements équipondérés voir Rabemananjara et Batt [1991]). Il apparait
que I’applatissement ne disparait pas. D’ailleurs dans le cas de I’indice de marché
— qui est un portefeuille particulier— I’effet ARCH est tout a fait significatif
(voir ci-dessus, section 1.1).

Kurtosis Moment d'ordre 4 ( 178 )
s

Wf

0

-1 30

Kurtosis

Moment d’'ordre 4

| | 1 1 1 1 0

0 10 20 30 40 50 60 70
Nombre de valeurs du portefeuille

Figure 9.10
Kurtosis d’'un portefeuille en fonction du nombre de valeurs: données
hebdomadaires 1981-1989 ; tri par capitalisation boursiére

9.4.2 Modeéles a facteurs latents hétéroscédastiques

Les questions d’allocations d’actifs sont parmi les plus importantes en
gestion de portefeuille. La démarche suivie en gestion quantitative consiste dans
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un premier temps a analyser d’une part I’information conduisant a faire des paris
et d’autre part a mesurer les risques associés a ces paris. Enfin le portefeuille est
construit au moyen d’une optimisation & niveau de risque donné des pondérations
dans chaque classe d’actifs, ce que nous effectuerons dans la section suivante.

Le modele a facteurs latents hétéroscédastiques vise & mieux représenter
les risques joints des classes d’actifs dans lesquels on va investir. Prenons le
cas des marchés d’actions des cinq principaux marchés mondiaux : force est de
constater que leurs turbulences sont généralement concomittantes. Il est donc
utile de prolonger la modélisation GARCH de I'indice de marché (cf 1.2) a un
modele représentant globalement les variations des bourses. C’est 1’objectif du
modele de Diebold et Nerlove [1989] :

no=C fi+uw (9.11)
.1 G ki) 6D
Ez—l(fr) =0
E—1(u) =0
Ei—1(firujr) = 0
E_i(fif)) = A matrice diagonale
Er—l(utu;) =T.

L’hétéroscédasticité se situe au niveau des éléments diagonaux de la
matrice A,. Dans Boulier et Rabemananjara [1992], nous avons utilis€ une
représentation GARCH(1,1):

W}, =ap+ o f_y + B, 9.12)

et une représentation TARCH(1,1).

9.4.3 Simulation de portefeuille et performances

Ayant estimé le modele sur des données antérieures a 1985, nous avons
réalisé une comparaison de stratégies de gestion toutes fondées sur la minimi-
sation du risque du portefeuille pour un investisseur frangais pendant la période
1985-1991, mais en appréciant le risque soit au moyen de la matrice de cova-
riance historique soit au moyen des modélisations GARCH et TARCH décrites
dans la section précédente. Nous n’avons retenu qu’un seul facteur latent. La
frontiere efficiente ex-post ainsi que les performances de ces trois stratégies sont
représentées sur la figure 9.11.

La comparaison des performances de ces trois stratégies présentées dans
le tableau 9.7 laisse un peu perplexe.

Nous pensions abaisser le niveau de risque, mais en fait c’est le modele
classique (covariance historique) qui fournit selon ce critere le meilleur résultat.



222

Chapitre 9

Volatilités GBP (juillet 1990 — mars 1991)
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Figure 9.11: Volatilités GPB et DEM , juillet 1990 — mars 1991

Tableau 9.7: Comparaison des performances de trois stratégies

Historique GARCH TARCH
Rentabilité 10.6% 13.0% 13.3%
Volatilité 17.8% 19.9% 19.6%
Ratio de Sharpe 0.033 0.151 0.168

En revanche les ratios de Sharpe des deux stratégies sont plus élevés que ceux
de la stratégie classique. Il semble qu’il y ait bien de I’information exploitable
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Rendement annuel en %
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Investissement sur 5 marchés boursiers : frontiére efficiente ex-post

dans les modeles (9.11) et (9.12), mais I’ utilisation que nous en avons faite et/ou
la mesure du risque que nous avons retenue ne mettent pas cette information a
profit. Par ailleurs un coup d’ceil aux structures de portefeuville (voir Boulier et
Rabemananjara [1992]) montre qu’il faut souvent les modifier dans le contexte
des stratégies ARCH, dont les performances avec cofits de transaction de 0.5%
compris dominent celles de la stratégie classique.

La modélisation ARCH peut sans doute apporter des informations utiles
pour le gestionnaire, notamment sur les mesures instantanées des expositions de
son portefeuille (calcul de volatilités, béta). Il est clair que ’approche des séries
temporelles hétéroscédastiques peut étre €largie a des modeles vectoriels plus ou
moins élaborés -nous en avons vu un exemple. En revanche en ce qui concerne
les performances, le risque et les stratégies de long terme, nos premiers résultats
laissent un peu perplexe...

9.5 BILANET PERSPECTIVES

Les modeles ARCH sont venus «challenger » I’approche classique dans
laquelle les actifs suivent des mouvements browniens géométriques. Ils sont
en cela pour partie rivaux d’autres approches comme les lois stables de Lévy,
les fractales et le mouvement brownien fractionnaire, le chaos déterministe et
bien d’autres modélisations d’dge moins mir. Les quelques quatre années de
recherche et d’applications que nous venons d’illustrer ne suffisent pas a tirer des
conclusions ni exhaustives ni définitives pour I’utilité pratique de cette approche.
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Tout au plus viseront nous a faire un bilan provisoire en soulignant les indéniables
apports, les limites et les difficultés.

I1 est incontestable que les descriptions ARCH des variations de cours
financiers sont plus réalistes et plus intuitives que 1’approche classique. De
plus un des principaux atouts par rapport aux modélisations alternatives réside
dans la relative facilité d’utilisation des modeles ARCH. Ainsi le calcul du
colit d’une option, la détermination de ratio de couverture (illustré dans Jamet
et Rabemananjara par exemple) s’avérent possibles, et dans le prolongement
des techniques employées aujourd’hui. Bref, c’est le changement dans la bonne
direction, sans étre la révolution.

Toutefois les succes restent limités. C’est principalement dans le court
terme (inférieur a 1 mois) que les effets ARCH sont sensibles et ils ne le sont
vraiment que pour les actifs dérivés — prévision de volatilité implicite, calcul
de volatilités effectives, arbitrages de court terme. Les résultats en gestion de
portefeuille ou plus généralement sur les horizons de temps plus longs demeurent
étranges. De plus 1'usage de la modélisation se heurte a plusieurs difficultés : les
estimations ne sont souvent pas stables dans le temps, les inefficiences ARCH ne
sont pas trés nombreuses et le phénomene reste la plupart du temps (hors période
de krach par exemple) assez fin, si bien que la robustesse de cette modélisation
est discutable... L’emploi avec succes de la «technologie » dérivée des modeles
ARCH, nécessite donc beaucoup de précaution et une forte dose de conviction.
Mais n’est-ce pas le lot de toute approche rationnelle des marchés financiers ?

Pour terminer sur une note positive et ne pas décourager les velleités d’ap-
plications, voici une liste de sujets pour lesquels les modeles ARCH pourraient
a mon sens étre adaptés. Tout d’abord les mesures de risque, notamment en
gestion de portefeuille ou en terme de position : toutes les questions de replica-
tion et de gestion dynamique ; les positions de «noise trading» tirant avantage
des surréactions de marché ; I’analyse des mécanismes de contrdle de change,
notamment dans le cadre du SME.

Nous ne saurions conclure sans souligner I’excellent travail de la recherche
académique notamment Francaise qui a congu cette modélisation ARCH, I’a
développée ou inventé les outils d’estimation nécessaires. Apres tout, si les succes
en matiere d’utilisation ne sont pas toujours flagrants, ce n’est peut-étre pas dii
au modele de base...
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