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Préface

Pendant longtemps, les risques d’assurance et les risques financiers ont été
considérés comme de natures trés différentes, justifiant que les actuaires et les
financiers ne se parlent qu’occasionnellement.

La prise en compte de plus en plus explicite des aléas par le monde fi-
nancier, I'interpénétration de plus en plus profonde des réalités financieres et
des activités de 'assurance ont conduit, des 1988, la communauté actuarielle
a prendre acte du rapprochement de ces deux mondes et a créer une section
financiére au sein de 1’Association actuarielle internationale (AFIR).

Spécialiste par excellence du risque, ’actuaire a beaucoup 3 apporter A ses
collegues financiers:

- une grande rigueur théorique, au niveau de la description et du traite-
ment de 1’aléa par la modélisation des processus stochastiques;

- un état d’esprit différent mais complémentaire, car la maximisation de
la richesse de ’actionnaire d’une compagnie est pour I’actuaire toujours
contrainte par la maximisation de I'espérance de vie de cette compagnie.
Cette approche prudentielle, s1 'on y préte un peu d’attention, permet
de mieux réconcilier les objectifs long terme et court terme.

C’est pourquoi j’accueille avec grand plaisir 'ouvrage du professeur Pierre
Devolder, “Finance stochastique”. Membre de I’AFIR, titulaire d’un enseigne-
ment consacré aux “méthodes stochastiques de la finance” dans la licence en
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Sciences actuarielles de I'Université libre de Bruxelles, Pierre Devolder allie les
compétences de I'actuaire, de I’enseignant et du chercheur possédant une con-
naissance approfondie des fondements théoriques de la finance moderne. Ceci
lui permet de dégager trés élégamment 'apport de la théorie des processus
stochastiques a la problématique financiere moderne.

Le format retenu, 'approche volontairement didactique autour des trois
grandes catégories d’instruments financiers que sont les actions, les obligations
et les options, le rappel en annexe des principaux fondements mathématiques
utilisés, assurent que cet ouvrage aura sa place sur la table tant des actuaires,
que des praticiens de la finance ou des chercheurs et étudiants des deux dis-
ciplines. C’est un mérite suffisamment rare pour étre a nouveau souligné. Je
suis certain que cet ouvrage de référence suscitera de nouvelles vocations et
renforcera le rayonnement des institutions auxquelles Pierre Devolder est as-
socié.

Frangois Delavenne
Président de ’AFIR



Introduction

Les marchés financiers ont connu ces trente derniéres années une croissance
exceptionnelle et inédite tant sur le plan quantitatif que qualitatif.

Parallélement a ’expansion du volume des transactions et du nombre d’opé-
rateurs, l'innovation en matiére de produits a été remarquable - excessive,
diront certains - et la perception de plus en plus affirmée des risques financiers
a conduit de nombreux investisseurs a revoir leur stratégie et a accroitre la
diversification de leur portefeuille en y incluant des outils de plus en plus
sophistiqués.

Schématiquement, les portefeuilles mobiliers classiques étaient jusqu’il y a
peu constitués de deux grandes familles d’actifs: les obligations (et titres a
revenu fixe assimilés) et les actions. 1l s’agit, on le sait, de titres financiers
représentatifs, dans le premier cas, d’'un droit de créance et dans le second,
d’un droit de propriété,

L’évolution des marchés a permis depuis, le développement de nouvelles
générations de produits et ce processus de création, loin de s’essouffler, se
poursuit inexorablement dans un contexte d’internationalisation croissant.

Le deus ex machina de cette innovation est sans conteste le risque: ’objectif
recherché est de protéger l'investisseur contre des variations importantes de
paramétres financiers influant sur sa richesse et sur lesquels il n’a pas prise.
Il peut s’agir d’un risque de taux d’intérét, de taux de devise, d’un risque de
moins-value,...

Si de tels contrats de partage de risque existent entre tiers depuis trés
longtemps, la nouveauté réside dans 'institutionnalisation et la transformation
de ces accords en titres financiers, négociables sur des marchés et pouvant faire
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I'objet de cotations périodiques, & l'instar des actions ou obligations,

La volatilité croissante des marchés observée ces derniéres années a joué
bien siir un réle de catalyseur de ces nouveaux besoins de protection. Con-
ceptuellement, on peut ranger ces produits en deux grandes catégories:

- les contrats & terme, consistant & conclure a des conditions fixées initia-

lement yne transaction différée dans le temps;
- les options, donnant le droit & conclure & des conditions fixées initiale-

ment une transaction différée dans le temps.
Simultanément & ce développement sans précédent des marchés financiers,

les modélisations théoriques ont fleuri partout. Elles ont visé tant les nouveaux
produits qui nécessitaient un support théoerique de tarification, que les actifs
financiers classiques qui, par leur volatilité croissante, semblaient obéir de plus
en plus & des schémas aléatoires.

Ainsi, le risque financier a-t-il envahi jusqu’aux obligations classiques, titres
pourtant réputés pour leur “sagesse”, conduisant d’une part aux théories de
Iimmunisation, d’autre part & la naissance des obligations & taux variable.

La théorie des probabilités et des processus stochastiques a constitué un
outil naturel pour modéliser cette incertitude semblant avoir frappé tout notre
environnement financier.

A la complexité des situations financiéres a répondu la richesse des “in-
struments stochastiques”. Certains de ces modeéles, tel le célebre modéle de
Black et Scholes, ont, par leur popularité, acquis un statut normatif, dépassant
parfois les conditions théoriques de leur validité.

Si les analystes financiers, au cceur de la tempéte, ont, depuis longtemps,
participé i cette éclosion théorique, le monde des actuaires est resté jusqu’a
récemment assez en retrait par rapport i ces problémes financiers. Grice
néanmoins & certains pionniers en son sein, la communauté actuarielle a en-
fin pris conscience depuis plusieurs années de I'importance de ces risques fi-
nanciers et de leurs impacts sur les modéles actuariels classiques. La création
en 1988, au sein de I’Association actuarielle internationale, d’une section fi-
nanciére (AFIR) ayant pour vocation de stimuler le développement de méthodes
actuarielles en finance, illustre ce mouvement.

On a parlé, & cette occasion, avec quelque humour, d’“actuaires du troisieme
type”: si, aux actuaires du “premier type”, spécialistes de 1'assurance-vie et
utilisant un arsenal mathématique somme toute limité, ont succédé les ac-
tuaires du “deuxiéme type”, spécialistes des questions d’assurances non-vie
et grands utilisateurs du calcul classique des probabilités et de la statistique
mathématique, voici venu le temps des actuaires du “troisieéme type”, s’intéres-
sant aux problemes financiers et s’appuyant pour cela sur les techniques mo-
dernes sophistiquées de la théorie des processus stochastiques.

L’implication de P’actuaire dans le monde de la finance est naturelle & un
double titre. D’une part, les réalités financiéres sous-jacentes des activités
d’assurance occupent une part de plus en plus importante; cet envers fi-
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nancier du décor technique ne peut plus étre ignoré et dissocié des questions
d’assurance. Le développement des modéles d’adéquation des actifs (volet
financier) et des passifs (volet technique) est révélateur en ce sens et a été
initié dés 1952 sous I'impulsion de 1’actuaire britannique, Redington. D’autre
part, les produits d’assurance-vie n’ont pas échappé aux grands chantiers de
I’ingénierie financiere et ont nécessité, dans leur conception méme, la maitrise
d’outils de modélisation financiére, tels les options.

Au niveau conceptuel, I'actuaire, spécialiste par excellence du risque, sem-
ble tout désigné pour aborder V'incertitude financiere; il y a néanmoins lieu
d’observer a ce sujet que ’étude des risques financiers est différente de celle
des risques d’assurance. En effet, I'indépendance naturelle entre les risques au
sein d’un portefeuille de risques d’assurance permet ’application de la loi des
grands nombres. 1l en va tout autrement des marchés financiers ou les rende-
ments des différents titres sont naturellement corrélés. Le type de modélisation
utilisé se distanciera donc des outils classiques de la théorie du risque.

Au vu de ce qui précéde, la publication de cet ouvrage dans une collection
d’Actuariat ne surprendra guere le lecteur.

Congu au départ d’un enseignement dispensé dans le cadre d’une formation
d’actuaires, cet ouvrage est destiné i tous ceux qui désirent mieux connaitre
les fondements théoriques de la finance moderne: praticiens de la finance
confrontés & des probléemes de modélisation, actuaires de plus en plus mélés
aux problémes financiers, mathématiciens curieux des nouveaux horizons fi-
nanciers, chercheurs, étudiants, ...

L’intégration de cet ouvrage dans une collection d’Actuariat se veut aussi
gage d’une rigueur théorique - hélas parfois absente d’ouvrages de vulgarisa-
tion financiére - et ce, tout en veillant aux réalités financiéres traitées. A cet
égard, ce livre n'est ni un traité de finance (le lecteur y cherchera en vain
les descriptions de certains marchés ou relevés statistiques de rendements de
tel ou tel titre), ni un traité de théorie des processus stochastiques (I’aspect
théorique n’y est présenté qu’en vue de la modélisation).

Le titre choisi, Finance stochastique, se référe i cette ambition de marier
subtilement la théorie financiere et la théorie des processus stochastiques.

Parallelement & cette volonté de rigueur, plutit que de traiter d’une maniere
détaillée d’un aspect particulier du domaine - on ne compte plus les ouvrages
exclusivement consacrés 4 la théorie des options - nous avons préféré dégager
les grands principes unificateurs de la théorie au dela des objets traités.

Un tel ouvrage ne pouvait étre exhaustif, compte tenu du dynamisme de la
recherche en ce domaine; il tente plutdt, par la diversité des matiéres traitées,
de mettre en évidence les modes de pensée de la finance moderne et d’inciter
le lecteur a poursuivre.

Compte tenu de son caractére a la fois financier et mathématique, la matiére
traitée permettait e priori d’envisager deux types d’approches:
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- soit on regroupait les sujets en fonction des méthodes mathématiques
utilisées, les questions financiéres venant alors en illustration;

- soit on regroupait les sujets en fonction des produits financiers étudiés,
les techniques stochastiques utilisées venant tout au long en renfort.

Nous avons délibérement opté pour cette deuxieme voie; elle nous a semblé

la plus motivante pour le lecteur et la plus naturelle dans le développement
des idées. Elle permet également une consultation plus aisée.

Ce livre s’articule ainsi en trois chapitres pouvant ére lus indépendamment
et consacrés chacun & un type de produit financier: les actions, les obligations
et les options. Une annexe résume les principaux concepts de la théorie des
probabilités et des processus stochastiques utilisés.

Le premier chapitre, consacré aux actions, est construit autour de deux
pOles importants: les modeles stochastiques d’évolution et les modéles de
marcheé.

Les modeles d’évolution s’intéressent a la modélisation d’un titre et a
I’évolution de sa valeur dans le temps, celle-ci étant supposée répondre a une
équation de comportement.

L’équation de comportement la plus élémentaire d’un actif financier est
donnée par I’équation différentielle élémentaire de capitalisation & taux com-
posés:

ds
() =8-5(1).

Compte tenu de leur caractére aléatoire, les actions nécessitent le passage &
des équations d’évolution stochastique.

Nous présentons divers modéles développés en ce sens, que nous intégrons
dans un modele général unifié d’évolution d’un actif financier risqué, basé sur
la théorie des semi-martingales. Ces modeles d’évolution d’actions, outre leur
intérét propre, sont notamment d’un emploi fréquent dans les méthodes de
tarification des options présentées au chapitre 3.

Si ces modeles d’évolution s’intéressent & un titre isolément, les modeéles
de marché quant & eux intégrent la composante de diversité des titres sur un
marché.

La théorie du portefeuille (Modern Portfolio Theory) vise, dans ce contexte,
au choix optimal d’un portefeuille en présence de plusieurs titres, dont la dis-
tribution des rendements est supposée connue. Elle débouche naturellement
sur des théories explicatives de la structure des rendements des titres sur un

marché équilibré; nous présentons dans ce cadre le céléebre modele du CAPM
(Capital Asset Pricing Model).

Abordant au chapitre 2 les produits obligataires, nous avons d’abord voulu
illustrer par quelques exemples élémentaires le risque financier attaché na-
turellement & ces titres et parfois eublié. La clé de cet aspect aléatoire réside
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dans la dynamique de la structure des taux; elle conduit en pratique aux si-
tuations bien connues de plus- ou moins-values sur obligations.

Nous développons ainsi divers modéles stochastiques de structure des taux
d’intérét qui permettent d’aborder la tarification des obligations en horizon
aléatoire.

Face 4 ce risque de taux attaché aux obligations, des stratégies de protec-
tion ont été introduites, visant a immuniser au maximum ’investisseur d’une
variation de sa richesse consécutive & un mouvement de la courbe des taux.
Ces théories de l'immunisation conduisent & de nombreuses applications pra-
tiques notamment 'ALM (Assets Liabilities Management). L’environnement
général de volatilité des taux a conduit d’autre part a la naissance sur certains
marchés de nouveaux produits obligataires; nous étudions, a titre d’exemple,
les obligations & taux variable.

Les options, introduites au chapitre 8, constituent sans conteste un des
sujets privilégiés d’étude de la finance moderne. Elles ont joué un rdle essentiel
de focalisation des nouveaux risques financiers, tant au niveau de I’approche
théorique que de la réalité quotidienne des marchés.

Notre étude des options débute, apres le rappel de quelques définitions de
base, par un exemple élémentaire assez déconcertant.

En effet, un produit optionnel a une ressemblance conceptuelle avec un
produit d’assurance: il s’agit, dans les deux cas, de se protéger contre un
événement aléatoire conduisant & un appauvrissement. La tentation est donc
grande d’appliquer au probléme de la tarification des options, les techniques
utilisées en matiere de principes de calcul des primes.

En réalité, malgre les similitudes évoquées, le probléme est d’une tout autre
nature.

Les principes de calcul des primes en assurance sont tous basés sur la
loi des grands nombres qui permet, par 'indépendance et donc la compensa-
tion entre les risques, d’approcher la prime par ’espérance mathématique du
risque, majoré d’un chargement de sécurité variable selon 1’aversion au risque
de I'assureur. D’autre part, quel que soit le niveau de prime réclamé, le risque
de ruine est toujours présent pour l'assureur.

Ces diverses considérations sont non pertinentes en théorie classique des
options. Ainsi, ’exemple élémentaire présenté aboutit aux constatations sui-
vantes, pour le moins insolites:

- le prix de 'option est unique et ne dépend pas de I’aversion au risque de

I’intermédiaire financier;
- le prix de l'option est indépendant de la distribution de probabilité du

risque sous-jacent; il ne dépend que de I’ensemble des états possibles.
Ces deux propriétés ne sont en fait que les marques apparentes d’une struc-

ture sous-jacente fondamentale: 1'existence d’une stratégie financiére construi-
te & partir d’actifs classiques, et qui permet de dupliquer exactement les effets
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de 'option.

L’intermédiaire financier peut alors, en faisant appel & cette stratégie, anni-
hiler d’une certaine fagon le caractére aléatoire de 'option: il est couvert, non
pas en moyenne, mais quel que soit le résultat de I’expérience aléatoire. Ces
stratégies dites de duplication sont 4 la base des différents modéles d’évaluation
classiques d’options présentées, dont notamment le célebre modéle de Black et
Scholes. Un modéle général de tarification des options met d’ailleurs en lumiére
ces principes de couverture.

A titre symbolique de liaison entre option et assurance, nous terminons
ce chapitre par une application de la théorie des options au calcul de primes
d’assurances-vie liées & des fonds d’investissement avec garantie minimale. Le
prix de Poption joue dans ce cadre le role naturel de prime de risque, s’agissant
cette fois d'un risque financier et non d’un risque technique usuel.



Chapitre 1

Les actions

1 Introduction

Les actions ont toujours constitué un sujet d’étude privilégié pour les
financiers; outre leur importance et leur omniprésence dans les circuits de la
vie économique, elles représentent a 1'évidence ’exemple fondamental de titre
risqué, ol se mélent de maniere indissociable le rendement et le risque.

Par leur caractére éminemment fluctuant, elles ont fait I'objet des premiers
modeles stochastiques d’évaluation.

Deux grands axes peuvent étre mis en évidence dans I'analyse aléatoire des
actions.

Une premiere famille de modetles s’intéresse a I’évaluation du prix d’un titre
bien défini ainsi qu’a son évolution; il s’agit donc de modeles dynamiques dans
le temps. Ces modéles feront 'objet des sections 3 et 4; nous privilégierons dans
ce cadre les modéles continus hérités notamment du calcul stochastique. Qutre
leur intérét propre, ces méthodes joueront un réle essentiel dans I’évaluation
des options.

Une deuxiéme classe de modéles s’est développée, dans une optique de
marché. Plutét que d’analyser un titre isolément, il s’agit ici de traiter glo-
balement un marché financier d’actions, d’établir des stratégies optimales de
portefeuille (Modern Portfolio Theory) ou de mettre en évidence des équilibres
macro-économiques entre risque et rendement des différents titres présents
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(Capital Asset Pricing Model). Les méthodes utilisées sont le plus souvent
discretes, et sur une période de temps. Elles seront présentées a la section 5.

2 Définitions générales

Nous rappelons ici succinctement quelques notions de base liées aux actions.

2.1 L’action

Une action est un titre financier représentatif d’une part de propriété d’une
société. Sa valeur, qui peut ou non faire I’objet d’une cotation réguliére dans
le cadre d'un marché organisé, est liée a la valeur intrinseque de la societé
mais peut également étre soumise a des mouvements spéculatifs. Les actions
sont créées lors de la constitution de la société ou a 'occasion d'une augmen-
tation de capital de celle-ci. Elles peuvent ensuite faire I’objet de cessions ou
d’acquisitions entre parties ou dans le cadre d’un marché organise.

2.2 Le dividende

Le dividende est le revenu périodique - généralement annuel - généré par
Paction.

Le montant du dividende, sur lequel aucune garantie ne porte, et qui
représente donc un caractere totalement aléatoire, est fonction des résultats
de la société sur la période considérée et de sa politique de distribution et de
mise en réserve.

2.3 Le titre négociable

Un titre négociable est un titre financier pouvant faire ’objet a tout moment
d’une cession ou d’une acquisition dans le cadre d’'un marché organisé. Les
actions cotées sont un exemple de titre négociable.

2.4 Le titre avec distribution

Un titre avec distribution est un titre financier donnant droit a son détenteur,
a la perception de revenus, durant la période de détention.
Les actions avec dividende sont un exemple de titre avec distribution.

Par opposition, on parle de titre de capitalisation lorsqu’aucun revenu n’est
distribué en cours de détention.
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3 Modéles déterministes

Nous nous intéresserons ici & I'évaluation du prix d’une action, ainsi qu’a
son évolution dans le temps. Notons que la méthodologie déterministe utilisée
peut &tre appliquée a d’autres types de titres financiers, qu’il s’agisse de titre
avec distribution ou de titre de capitalisation.

3.1 Modéele d’évaluation de Gordon-Shapiro

Le probléme posé est d’évaluer le prix actuel d’une action, en fonction
d’information sur ses potentialités de revenus futurs, c’est-a-dire de ses divi-
dendes futurs. La valeur d’une action est alors assimilée & la valeur actuelle de
ses dividendes fulurs, sur un horizon infini et calculée a un taux d’actualisation
fixé, censé refléter le rendement attendu de P’investissement.

En posant Sy la valeur en l'instant ¢ = 0 d’investissement de I'action, il
vient donc

So=3 (3.1)

ou
(i) k est le taux d’actualisation (k > 0);
(i) Dy, Dy, ... Dy, ... sont les dividendes futurs estimés, aux temps
t=1,2,.
La formule (3 1) est relative au prix de I’action juste apres versement du divi-
dende en t = 0. Lorsque I’évaluation se fait en cours d’année entre deux dates

de distribution, il vient
_ D!-}-m
So=3_ (1+ k)t+m

=0

(3.2)

oum (0 < m < 1) est la longueur de l'intervalle de temps qui sépare ’évaluation
de la prochaine distribution.

En supposant i présent que les dividendes futurs connaitront une croissance
a un taux constant g,

Di=Di1(1+9)
la formule (3.1) prend alors la forme suivante, appelée formule de Gordon-
Shapiro
S0 = E(1+k Z 1+k)

i=1

1+g)t 1
Er(ey:

En supposant 0 < ¢ < k, cette derniére série converge, et il vient
Dy 1
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ou

T (k-g)

Pour plus de détails sur ce modele, nous renvoyons par exemple a Broquet et
van den Berg (1990).

So (3.3)

3.2 Modéle d’évolution d*un titre de capitalisation

Considérons un investisseur plagant en ¢ = () un montant initial S, dans un
titre financier, que nous supposerons, dans un premier temps, sans distribution.

Le probléme posé est cette fois, non plus d’estimer la valeur initiale du
titre, mais d’étudier I’évolution dans le temps de la valeur de V’'investissement
initial Sy.

Nous présenterons successivement un modele discret, puis un modele con-
tinu, qui pourront ensuite tous deux s’intégrer dans un modeéle général basé
sur une équation intégrale d'évolution.

3.2.1 Modéele discret de capitalisation

L’investisseur acceptant de se dessaisir d’une partie de sa fortune exigera en
compensation une rémunération qui viendra, dans un titre de capitalisation,
accroitre la valeur du titre. Dans le modéle discret le plus simple, en notant
S(n) la valeur du titre au temps n (n = 0,1,2,...,T), on suppose que celle-ci
croit d’un facteur constant (1 + ¢) lors de chaque période unitaire de temps

S(n)=S(n-1) -(143).
On obtient alors par récurrence la formule classique des intéréts composés
Sn)=5-1+:)* (rn=0,1,2...T) . (3.4)
Lorsque le taux ¢ n’est plus constant, mais varie d’une période a I’autre, on a

la généralisation immédiate

n

Stn)y=5S-[[(1+4) (n=0,,2,...T) , (3.5)

k=1

ou i, (k=1,2,...,T) est le taux pour la période (k — 1,k).

3.2.2 Modéle continu de capitalisation

Plutét que de considérer comme dans le paragraphe ci-avant que ’accroisse-
ment se fait & des époques fixées, on peut introduire un modéele continu dans
le temps, ou la valeur du titre croit continiment.

Dans un premier modéle homogéne, on suppose que I'accroissement est
proportionnel 4 la fois & la période de temps et 4 la valeur du titre.
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Si I’on note S(#) la valeur du titre au temps ¢ (¢ € [0,T] C R*), on a donc
S(it+At)=S(t)+6-S(t)-At ,

ou é est un taux continu.
En passant a la limite, on obtient I’équation différentielle linéaire suivante:

ds

Bi=s-s0, (36)
avec S(0) = Sp, dont la solution est

S(t) = So - expbt. (3.7
Notons quune liaison peut étre établie entre les formules (3.4) du modéle
discret, et (3.7) du modéle continu, aux époques discretes t = 1,2,...,n,...,
en posant

(141i) =expé,
ou
§=1tn(1+1).
Ce modeéle continu peut également étre généralisé lorsque le taux é varie dans

le temps.
En supposant que la fonction é() est continue par morceaux sur l'intervalle

[0, T], la valeur du titre est alors solution de

ds
E(t) = 8(t) - S(¢), (3.8)

S(t) = So-exp | " §(s)ds. (3.9)

3.2.3 Modeéle général d’évolution

On peut intégrer les modeles discrets et continus vus plus haut dans un
modele général d’évolution d’un titre de capitalisation.
Considérons pour ce I’équation intégrale sur [0, T}

S) =50+ [ " S(s7)dI(s) (3.10)

oil
(1) S(s7) =lim < S(r);
(i) 1(-), baptisée fluz de rendement, est une fonction continue par morceaux
4 variation bornée sur [0, T, continue & droite sur [0, T'[ et avec I(0) = 0..
La fonction I(-) admet, comme fonction & variation bornée, une décomposition
de Lebesgue du type
1()=J()+ K()
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ou

(i) J(-) est une fonction continue sur [0, T7;

(ii) K(-) est une fonction en escaliers sur [0, T).

En supposant de plus la partie continue J(-) absolument continue, on peut
finalement représenter le flux de rendement par

It) = /o's(s)ds+ Y i (teloT) 3.11)

k|Sk<t

0y

ol
(i) J(t) = f; 6(s)ds est la partie absolument continue dérivable p.p.
(ii) K(t) = Tis, <t te est la partie a sauts,
- les instants de sauts étant notés S,,... Sk ... S, et appartenant a (0,7)
- les amplitudes de sauts correspondantes étant notées 4;,...,%x,...1,.
On a alors le théoréme fondamental suivant:

THEOREME 1.1

La solution de 1'équation de capitalisation (3.10) sous le flux de rendement
(3.11) est donnée par

¢
S(t)=So- I] (1+i)-exp / 8(s)ds . (3.12)

KISp<t 0
La solution générale apparait donc comme une superposition multiplicative

des formules discréte (3.5) et continue (3.9).

Démonstration

a) Lorsque I(t) = fy 6(s)ds sur [0,T], I’équation intégrale (3.10) se réduit a
I’équation différentielle (3.8) et la solution en résulte.

b) Lorsque I(t) = ¥ 4s,<t 4, la constance de la fonction I sur chaque intervalle
[Sk, Sk41], implique par I’équation (3.10) la constance de la fonction S sur ces
intervalles, et I'équation intégrale (3.10), se réduit au schéma aux différences

k
S(5k)=So+3_i,-5(8j-1) (en posant S, = 0),
=1
dont la solution s’obtient aisément par récurrence
k
S(Si) = So- [1(1 +4,)-
=1

La solution en résulte.
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c) Dans le cas général, la formule (3.12) s’obtient aisément, en remarquant que
(i) en un instant ¢ € (Sk, Sk+1), 'équation (3.10) peut s’écrire

S(t) = S(Sx) + js i 5(3)6(s)ds.

(ii) en un instant de saut ¢t = S,

S(S) = S(Sea)+ [, s" S(3)6(s)ds + S(S5) - ix
= S(5;)+S(5:) %
= S(5¢) - (1+4).
Par récurrence la solution en résulte. [
REMARQUES

a) Ce modele général permet d’appréhender des situations ol coexistent
une tendance continue, et des sauts ou chocs (par exemple des plus-values sur
titre).

b) La croissance de la fonction valeur du titre S(-) est assurée lorsque le
flux de rendement I(-) est croissant, c’est-a-dire lorsque la fonction 6(-) et les
amplitudes {i,,4z,...,1,} sont positives.

Le modéle s’applique néanmoins de maniére plus générale lorsque le flux
I(-) est simplement & variation bornée. La fonction () peut alors étre de signe
quelconque, et certaines amplitudes peuvent étre négatives. Ce dernier point
peut étre notamment utilisé dans la modélisation des titres avec distribution
(voir paragraphe 3.3).

3.3 Modeéle d*évolution d’un titre avec distribution

Une méthodologie semblable & celle vue au paragraphe précédent peut étre
utilisée pour la modélisation de I’évolution d’un titre avec distribution.

Considérons pour ce un titre, soumis d’une part a un flux de rendement
I{-) du type (3.11), et donnant lieu d’autre part & une distribution, que nous
appellerons dividende, aux époques équidistantes ¢t = 1,2,3,...N avec N <
[T), supposées disjointes des époques de discontinuités du flux I(-). Posons

dividende au temps &

Ik = Saleur du titre juste avant distribution en k

(k=1,2,...,N).
On peut alors construire le flux agrégé

[
r@) =1t - gjk
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et envisager I’équation de “capitalisation-distribution”
S(t) = So+ f ~)dI*(s),

dont la solution est donnée par le théoréme 1.1:

S)=8- [ (1+i)- H(l—]k) exp/ (s)ds. (3.13)

lek<t

Montrons que les coefficients j, correspondent bien a leur définition donnée
ci-dessus; il suffit pour ce de remarquer qu’en un instant & de distribution, on
a

St = (1-jx)- (k)
= (k)= a- Sk,

Le montant jj - S(k~) correspond donc au dividende versé en k, et la définition
de ji en résulte. La relation (3.13) permet donc de simuler 1'évolution d’un
titre soumis d’une part 3 des variations de valeur, continues ou impulsionnelles,
positives ou négatives, en cours d’année, et d’autre part & une distribution
annuelle.

Pour un tel titre, l’accroissement de fortune de 'investisseur résulte a la
fois des revenus engendrés (c’est-3-dire les dividendes) et de l'accroissement de
valeur du titre. On définit dans ce contexte, le taux de rendement annuel d’un
tel actif.

DErFINITION 1.1

Le tauz de rendement, noté r(k), d’un titre avec distribution de loi d’évolution
S(-), sur l'intervalle de temps (k — 1,k] (k= 1,2,...,N), est défini par

S(k) — S(k—1) + dividende en &

r(k) = S(k—1)

(3.14)

Lorsque la loi d’évolution du titre suit la relation {3.13), il vient

S(k) — S(k—=1) + 7z - S(k7)
S(k-1)
S(k) = S(k=1) + ji - S(k)/(1 = 34)
5(k—1)
(k—1)- exp/ syds-(1—ju)- JI (1+4)- (1+1_]k)

r|k—1<5r<k
=S5(k-1)]/S(k-1) ,

r(k)
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ou

1+r(k)= (exp‘/l;’:l 6(s)ds) - I (44,

rlk—1<Sr<k

ce qui est cohérent avec la définition du flux de rendement.
Le taux de rendement d’un titre avec distribution comprend deux com-
posantes:

S(k)— S(k—1) dividende en k
= ——sw-n T sE-1

La premiére représente le rendement en capital, la seconde le rendement en
revenu.

4 Modeles stochastiques d’évolution

Nous généralisons ici en univers aléatoire les modeéles d’évolution de titres,
vus aux paragraphes 3.2 et 3.3. Comme dans le cas déterministe, nous con-
struirons différents types de modeles, discrets puis continus, qui s’intégreront
ensuite dans un modéle général basé sur la théorie des semi-martingales.

Sauf mention contraire, nous travaillerons avec des titres de capitalisation,
I'introduction d’une distribution de dividende pouvant se faire dans le méme
esprit qu’au paragraphe 3.3.

4.1 Modeéle binomial

Le modéle déterministe discret le plus simple de capitalisation nous a conduit
a la relation de récurrence

Sn)y=8n-1)-(1+1),

ol - S(n) est la valeur du titre au temps n (n =0,1,2,...T)
- (1 4 ¢) est un facteur d’accroissement du titre.

La maniére la plus simple d’introduire en univers aléatoire le concept d’incerti-
tude sur ce titre, et de conduire de ce fait & la notion de risque financier,
consiste a substituer au facteur d’accroissement du titre (1 + ¢), une suite de
variables aléatoires (1 + x1),(1 + x2),-.-,(1 + x7) supposées indépendantes
et identiquement distribuées définies sur un espace de probabilité adéquat, et
telles que

Viilay =4 %= 144, >1 avec une probabilité ¢

JIETXN T d=1-i<1 (ia< 1) avec une probabilité (1 — g).
Deux scénarios peuvent donc se présenter lors de chaque période: soit la valeur
du titre s’accroit d’un facteur u; soit la valeur du titre décroit d’un facteur d.
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L’évolution du titre peut étre illustrée par un treillis binomial:
. S©O)(1+i)’
SO)(1+i),

i
N

SO)1-ip) *

o S(O)(1+i)(1-i)

S«

e S(O)(1+ip) (1-ip)®

t=0 f=1 1=2 t=3
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En un instant fixé t = j (1 £ j £ T), notons N(j) la variable aléatoire
représentant le nombre de hausses depuis origine t = 0.

Compte tenu de I'indépendance des variables aléatoires (1+x1), (1+x2),-- -,
(1 + x;), on établit aisément la propriété suivante.

PROPRIETE 1.1

Les variables N(j), j =1,...,T sont des variables binomiales de paramétre ¢
et d’exposant j: |
. . J: k i—k .
P(N - = ——. —_ J = cen
() PNG) = Ky = e 0 = 0 (k= 0,..5)
(i) E(N(H)) =7 - q.
D’autre part, la valeur du titre est donnée par la relation

(i)

5() = S0) - (1 + )V . (1 — i~ NG, (4.1)

En particulier,

(iv)

E(SGISO) = S0)- 3 gt~ 0™ - (4 (1 —iap ™t (42)

Cette derniere formule peut étre considérée comme une généralisation de
la formule déterministe (3.4) dans ce premier modele aléatoire élémentaire.

4.2 Modeéle de Poisson

Le modele de Poisson peut étre considéré comme intermédiaire entre des
modeles discrets du type modele binomial (paragraphe 4.1) et les modéles
continus basés sur le calcul stochastique (paragraphes 4.3 et suivants). En
effet, comme dans le modéle binomial, la valeur du titre n’évoluera que par
sauts en des instants déterminés; en revanche 1’échelle des temps ne sera plus
discréte mais continue.

Le tableau ci-dessous compare conceptuellement les modeles binomial et
de Poisson.
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Modele binomial

Modele de Poisson

(i) La modélisation est discréte
dans le temps

(5();5=0,1,2,...T}.

(i) La modélisation est continue
dans le temps:

{S(t);t € [0,T] C R}.

(ii) Les variations de la valeur
du titre se produisent en temps
fixés j =0,1,2,...

(11) Les variations de la valeur
du titre se produisent a des
instants aléatoires suivant

un processus de Poisson.

(iii) Les taux de croissance du
titre, x1, x2,. .. XxT sont des
variables aléatoires indépen-
dantes, équidistribuées, ne
pouvant prendre que les
valeurs ¢, et —i,, respec-
tivement avec une probabilité
getl—gq.

iii) Les taux de croissance du
titre sont des variables
aléatoires indépendantes,
équidistribuées, de fonction
de répartition G donnée,

a valeurs dans un compact de
(=1, +00).

La définition précise du modele de Poisson peut se faire a I’aide de ’équation
générale d’évolution (3.10) introduite dans un contexte déterministe.

DEFINITION 1.2

a) On considére un fluz de rendement donné par un processus stochastique
{I(t,w);t € [0,T),w € N1} admettant la représentation suivante:

I(t,w) =

)

nlSn(w)<t

in(@) (43)

A

ou

(i) {41,%3,...} est une suite de variables aléatoires indépendantes et
équidistribuées de fonction de répartition donnée G, a valeurs dans un
compact de (—1,+00). On notera

E(i)) = E(iz) = ...
= j 2dG(z).
(=1,+00)
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(11} {51, Sz, ...} est la suite d’instants des arrivées des sauts, suivant un pro-
cessus de Poisson de parametre A (voir annexe 2).
Le flux de rendement I est donc un processus de Poisson composé et on a

EI(t) =1t

b) On considére un titre dont le cours donné par un processus stochastique
{S(t,w),t € [0,T],w € N} obéit & I’équation de capitalisation

S(t) = So+ / s7)dI(s)
ou [ est donné par (4.3).

L’intégrale stochastique s’entendant ici au sens de Stieltjes trajectoire par tra-
jectoire, le théoréme 1.1 permet d’obtenir I'expression explicite

Sttw) =S+ I (1+ia(w)) . (4.4)

n|Sn(w)<t

Les moments du processus S peuvent étre déterminés a 1’aide des propriétés
du processus de Poisson composé. On a, en particulier, pour la moyenne,
I’expression suivante.

PROPRIETE 1.2

ES(t) = Sp-exp(ir-t)
So - exp(EI(t)) . (4.5)

Démonstration

La relation peut étre obtenue par la technique des fonctions génératrices.
Si X est une vanable aléatoire, alors sa fonction génératrice, si elle existe,
est donnée par

My () = E(e*X) = j_ Ze"‘dF(x) :

ou F est la fonction de répartition de la variable X. En particulier, si X admet
une distribution de Poisson de paramétre A, on peut montrer (voir annexe 1,
propriété 4.6) que sa fonction génératrice existe et est donnée par

Mx(u) = Me" 1),
D’autre part, si S est une variable aléatoire de la forme

S=X|+X2...+XN



20 FINANCE STOCHASTIQUE

N

ol
(1) {X1,X2,...} est une suite de variables aléatoires indépendantes et
équidistribuées, de fonction de répartition commune F et de fonction
génératrice commune Mx.
(ii) N est une variable aléatoire entiére non négative, indépendante de la
suite {X,, X;,...}, de distribution donnée par

P =P(N =n)
et de fonction génératrice

m(u) = Z e“" Pn,

n
(c’est-a-dire: S est une somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires),
alors la fonction génératrice de la variable S est donnée par

Ms(u) = E(e*®) = m(log Mx(u))

(voir annexe 1, propriété 4.3).
En particulier, si IV est régi par une distribution de Poisson de parameétre
A, il vient
Mg(u) = *Mx()-1),

Calculons alors ’espérance mathématique de la formule (4.4) (en supposant

So = 1)

I = E[ m (1+i,,)] =E[ I elosuw)]

nlSa<t n|Sn<t
_ [eznlog(l+tn)] —E [ez“)] = Mz((1)

ol

Z(t,w) = Ta[sa(w)<t tn(w) avec i;(w) = log(1 +i,(w)).

Le processus Z est donc de méme nature que le flux de rendement 7 défini
en (4.3), si ce n'est que les amplitudes de sauts du processus de Poisson i(w)
sont remplacées par log(1l + i(w)).

Il en découle que la fonction génératrice du processus est donnée par

MZ(t) (u) — e,\l(M(u)—l)

ot M(u) = E(e*").
En particulier, M(1) = E(e'") = E(e'8(1+)) = €(1 4 i) = 1 +1. En substituant
dans 7, il vient

I= Mz(:)(l) = e,\t(M(l)—l) = e,\i-i'.
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REMARQUES

a) Il existe une dualité intéressante & noter dans ce modele de Poisson, en-
tre d’une part 'aspect trajectoire du processus, et d’autre part la fonction
moyenne donnée par la propriété 1.2:

- compte tenu de la construction du processus, basée sur des impulsions
en des instants aléatoires, chacune des trajectoires du processus est une
fonction en escalier, la valeur du titre S restant constante entre deux
instants de sauts; un exemple de trajectoire est donné ci-dessous.

A
S —
A S >
S S, S8, t

- la relation moyenne (4.5) montre en revanche qu’'en moyenne, le rende-
ment associé i ce processus est équivalent a une capitalisation continue
3 taux constant instantané § =i - A (voir relation (3.7)) égal au produit
de la moyenne des amplitudes de saut et du taux du processus d’arrivée
des sauts.

b) Financiérement, ce type de modele permet de modéliser I'occurrence de
plus- ou moins-values touchant des titres en des instants non prévisibles.

4.3 Modéle brownien additif

Le premier modele stochastique continu d’évolution du prix d’un titre a été
développé dés 1900 par Bachelier. Celui-ci suppose que le cours d’une action
suit une promenade aléatoire continue, en vertu de laquelle il existerait autant
de chances pour que durant une période donnée, le cours augmente ou diminue
d’un méme montant.
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Plus précisément, en notant
{S(,w);t € [0,T),w € N} le processus cours du titre,
celui-ci admet la représentation suivante.

DEFINITION 1.3

S(t,w) = S(0) + o - w(t,w) (4.6)

ou
(a) o est une constante, appelée volatilité du titre
(b) {w(t,w);t € [0,T),w € §2} est un mouvement brownien standard
(voir annexe 3) c’est-a-dire
(i) w(0) = 0
(i1) w est un processus a accroissements indépendants et stationnaires
(ii1) w(?) — w(s) admet une distribution normale de moyenne nulle

et de variance égaleat —s, (s <t < T).
Le mouvement brownien est une généralisation en temps continu de la

promenade aléatoire; ’annexe 3 reprend les principales caractéristiques de ce
type de processus. Des propriétés de ce mouvement brownien, il résulte en
particulier la proposition suivante.

PROPRIETE 1.3

a) Le cours du titre a I'instant ¢ est distribué normalement de moyenne con-
stante égale & S(0) et d’écart-type égal a |o|v/2.
b) Le processus cours S est une martingale:

E[S()S(s)] = S(s)  s<t.

Cette modélisation, malgré son support intuitif de promenade aléatoire,
constitue en réalité une représentation peu satisfaisante des variations de cours;
elle permet notamment 'existence de prix négatifs illimités.

4.4 Modéele brownien géométrique

L’étape décisive suivante, développée notamment par Samuelson (1973),
consiste a maintenir idée de promenade aléatoire, soutenue techniquement
par un mouvement brownien, mais de 'appliquer, non pas au cours du titre,
mais a son rendement. Plus précisément, le modéle brownien additif satisfait
a la propriété suivante:

V 0<s<t<T:S(t)— S(s) est indépendant de S(s)
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(laccroissement absolu du cours est indépendant du niveau atteint du cours).
Cette propriété est une conséquence directe du caractére a accroissements
indépendants du mouvement brownien. Cette propriété peut sembler criti-
cable; en effet, un méme accroissement absolu représente un accroissement de
rendement tres différent suivant le niveau de cours auquel il s’applique. Il
apparait donc plus raisonnable de requérir 'indépendance au niveau, non de
I’accroissement absolu, mais de ’accroissement relatif:

V 0<s<t<T:5(t)/S(s) est indépendant de S(s) .

Cette propriété est a la base du modele brownien géométrique développé ci-
dessous.

On considére a cet effet que le processus cours {S(¢,w),t € [0,T],w € N}
satisfait a I’équation différentielle stochastique

dS(t) = 6- S(t)dt + o - S(t)dw(t) (4.7
ol 5(0) = 5, fixé;

§ et o sont deux constantes;

w est un mouvement brownien standard (voir annexe 3).

Intuitivement, le bruitage additif par le mouvement brownien se fait ici,
non plus directement sur le processus cours, mais sur le “rendement instan-
tané” dS/S. La sclution de ’équation différentielle (4.7) peut alors s’obtenir
explicitement.

PROPRIETE 1.4
La solution de ’équation (4.7) est donnée par

S(t,w) = S(0) - exp((6 — %az)t +o-w(t,w)) . (4.8)
Démonstration

Ce résultat est une conséquence directe de la formule d’Ito qui constitue
une des bases du calcul stochastique (annexe 3, propriété 6.2): si le processus
£ admet la différentielle stochastique

de(t) = a(t)dt + b(t)duw(t),

et si f est une fonction de deux variables, continue, ainsi que ses dérivées —5‘[,
%ﬁ et g—?} alors le processus f(t,£(t)) admet la différentielle stochastique

af  of 10 f af

at,6(0) = |3+ Z a4 57 2000] a4 Hoaute)

Appliquons cette formule au processus

J(t,w) = nS(t,w).
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Il vient

1

1
_5.% —

dI(t) = —6 - S(t)dt 0

50 -a?5%(t)dt +

- o S(t)dw(t)
ou 1
dJ(t) = (6 — Eaz)dt + o - dw(t),
ce qui permet d’obtenir par intégration immédiate
J(t,w) = J(0) + (6 — %am + o w(t,w).

En revenant au processus cours S,

S(t,w) = expJ(t,w)

= S(0)-exp((s - %az)t + o w(t,w)).

=
Les moments du processus S peuvent étre obtenus facilement compte tenu de
la nature de sa distribution.
PROPRIETE 1.5
(1) La variable aléatoire S(t)/S(0) admet une distribution log-normale.
(ii)
ES(t) = So - exp(6t) . (4.9)
(iii)
Var S(t) = S - exp(26t) - (exp(a®t) — 1) . (4.10)
Démonstration
Définissons au préalable la distribution log-normale. Si X est une vari-
able aléatoire distribuée normalement de moyenne a et d’écart type b, alors la
variable Y = eX est appelée variable log-normale de parameétres a et b.

On peut montrer (voir annexe 4, propriété 7.2) que les premiers moments
de cette variable sont donnés par

EY
VarY

exp(a + %2)
exp(2a + b%) - (exp(b?) — 1).

Il suffit alors de remarquer que la variable aléatoire

Y(t) = 5(1)/5(0) = exp((6 — %az)t + ow())
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est log-normale de parametres

a

w—%ﬁy
b = |0|\/t-1

puisque la variable w(2) est distribuée normalement, par définition du mouve-
ment brownien.
En particulier

ES(t) = Sp-EY(t) = So-exp((6— %az)t + %a"' - 1)
= Sp-expét.
De méme pour la variance. [
REMARQUES

a) La propriété annoncée d’indépendance des accroissements relatifs par rap-
port au niveau atteint des cours est bien réalisée:

S()/S(s) = expl(5 ~ 5Pt = 9)) - explaa(t) = w(s))

est bien indépendant de S(s), puisque le processus w est & accroissements
indépendants.

b) A l'instar du modele de Poisson, la formule (4.9) montre qu’en moyenne, le
rendement associé & ce processus est équivalent a une capitalisation continue
4 taux constant instantané .

L’analogie entre les modeles de Poisson et ce modéle brownien géométrique
s'arréte la: si les trajectoires du modéle de Poisson sont des fonctions en es-
calier, celles de ce modéle sont des fonctions continues.

c) L’équation différentielle stochastique (4.7) régissant le modeéle peut étre mise
sous la forme intégrale équivalente

sm=&+LEmum (4.11)

ou

I(s,w) =6 s+ w(sw).

4.5 Variations diverses

Diverses variations de modélisation du processus cours ont été proposées
dans la littérature, la plupart généralisant directement le modéle brownien
géométrique.
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Nous présenterons ci-dessous, sans intention exhaustive, quelques-unes de
ces constructions, l’'objectif étant de montrer les voies d’extension.

Nous proposerons au paragraphe 4.7. un modéle général englobant toutes
les modélisations vues.

4.5.1 Modéle de Merton

Le modéle brownien géométrique conduit a supposer que les rendements des
titres suivent une loi normale. Or les études statistiques semblent prouver que
la distribution du rendement peut s’écarter sensiblement d’une distribution
normale et peut notamment présenter des concentrations anormales dans la
queue de la distribution. Une des explications & ce phénomene, présentée
notamment par Merton (1976), repose sur I’hypothése d’existence de sauts des
cours boursiers a certains instants imprévisibles.

Techniquement, le modele proposé revient 4 superposer une composante
de Poisson (modélisant les sauts imprévisibles) et une composante brownienne
(modélisant la tendance générale),

DEFINITION 1.4

a) On considére un flux de rendement donné par un processus stochastique
{Iit,w):t €[0,T),w € N} admettant la représentation suivante

I(#,w) = L(t,w) + I(t,w)

~

ol
Li(t,w) = Ynis.(w)<t In{w) est un processus de Poisson (voir définition 1.2);
L(t,w) =6t + o w(t,w) (modele brownien géométrique);
I, et I, sont supposés indépendants.

On a en particulier

Elt)=6-t+ir-t =(6+1))-¢
I, peut étre interprétée comme la composante & saut du rendement (“plus-
values surprises”). I, est la composante continue du rendement, bruitée par

un mouvement brownien.
b) Le cours du titre obéit alors a I'équation différentielle stochastique
t
S(t) = So+ jo S(s™)dI(s)

ou encore

dS(t) = 6- S(t™)dt + o - S(t™)dw(t) + S(t™)dL(¢).
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La solution de cette équation s’obtient facilement par superposition multiplica-
tive des solutions (4.4) et (4.8):

1
S(t,w) =8 -exp((6 — ot +o-w(t,w))- [ (1+i(w)). (412)
2 nlSa{w)<t
De méme, compte tenu de I'indépendance des deux composantes stochastiques,

il vient

ES(2) = So-exp((6 +1 - M)b).

4.5.2 Modeles a volatilité non constante

Le modéle brownien géométrique suppose que le paramétre de volatilité o est
déterministe et constant. Différents auteurs ont mis en doute cette hypothése
et modifié en conséquence la modélisation.

Citons notamment les modeles suivants:

- Modéle de Coz et Ross (1976)

Le processus cours est supposé solution de 1’équation
dS(t) = &- S(t)dt + o - S**(t)dw(t)

ou-0<a<?

- 6 et o sont constants.
Le cas limite & = 2 est le modele brownien géométrique. La volatilité du ren-
dement dans ce modéle n’est plus constante, mais égale a o2 - §%-2; elle est
une fonction inverse de la valeur du cours.

- Modéle de Scott (1987)
Dans ce modeéle, la volatilité devient elle-méme un processus stochastique;
le processus cours et le processus volatilité obéissant au systéme d’équations

différentielles stochastiques
dS(t) = §&-S(t)dt+a(t) - S(t)dun(t)
do(t) = B-(5—a(t))dt +v-dwt)

ol w; et wy sont deux mouvements browniens standards.

- Modéle de Johnson et Shanno (1987)
Les processus cours et volatilité obéissent au systeme d’équations différen-
tielles stochastiques

dS(t)
do(?)

5 S(t)dt + o(t) - S*(t)duw,(t)
B a(t)dt + - P (t)dws ()
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ou - wy et wy sont deux mouvements browniens standards;
-a>0,8>20

- Modéle de Hull et White (1985)

Les processus cours S et variance V = o2 obéissent au systéme d’équations
différentielles stochastiques

dS(t) = H(S(),V(t), ) S(t)dt + o(t)S(t)dwy (1)
V() = V(L)1) V(t)dt + E(V (), )V (t)duwn(t)

oll w; et w, sont deux mouvements browniens standards.

4.6 Processus d’actualisation

La modélisation de I’évolution de la valeur d’un actif par un processus
stochastique {S(t,w);t € [0,T],w € 1}, tel que vue précédemment, permet
de générer d’une part un phénoméme de capitalisation (valeur future d’une
unité placée dans I'actif), d’autre part un phénomeéne d’actualisation (valeur
actuelle a investir dans I'actif en vue d’obtenir une unité a une date future).

Dans un modele déterministe, ces notions sont parfaitement inverses.

En utilisant par exemple la formule classique & intéréts composés (3.7), il
vient

(1) pour le facteur de capitalisation de 'instant s vers l'instant ¢ (avec
s <t £ T),noté C,(t):

C,(t) =expé{t — s) (4.13)

(i1) pour le facteur d’actualisation de I'instant ¢ vers l'instant s (avec s <t <
T), noté ¢,(t):
1
C,(2)

Dans un modele stochastique, ces facteurs peuvent également étre définis; il
est intéressant d’en étudier les propriétés, notamment en matiere d’espérance
mathématique. Nous obtiendrons a ce sujet un résultat d’irréversibilité, absent
des modéles déterministes.

Nous nous placerons & cet effet dans le cas particulier du modeéle brow-
nien géométrique présenté au paragraphe 4.4. La forme explicite de la valeur
de lactif (4.8) nous conduit naturellement dans le cadre de ce modeéle aux
définitions suivantes:

(i) facteur de capitalisation de s vers ¢ (s <t < T):

,(t) = exp—8(t — s) = (4.14)

C\(t) = exp((6 — %az)(t — )+ o(w(t,w) — w(s,w)  (4.15)
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(ii) facteur d’actualisation de t vers s (s <t < T):

Pult) = exp(~(8 = 507)(t = 8) = o(w(t,) —w(sw)) - (416)

On remarquera que ces formules généralisent naturellement les formules déter-
ministes classiques (4.13) et (4.14) vues ci-dessus. En vue de comparer la
structure de ces deux processus, nous nous intéresserons d’une part 4 1’équation
différentielle stochastique dont ces processus sont solution, d’autre part & leur
espérance mathématique.

En matiére d’équations différentielles stochastiques, on a le résultat suivant.

PROPRIETE 1.6

Les facteurs de capitalisation et d’actualisation sont solution sur 'intervalle
[s,T] des équations

dC,(t) = §- C,(t)dt + o - C,(t)dw(t) (4.17)
et
dpu(t) = —(8 = 0°) - u(t)dt — o - o, (t)duwt) , (4.18)
respectivement, avec
Cu(s) =pu(s) =1.

Démonstration

La relation (4.17) est une conséquence directe de la relation (4.15) du
facteur de capitalisation et des relations (4.7) et (4.8). Quant au facteur
d’actualisation, il vient en différentiant, et en appliquant la formule d’Ito

do(t) = (50"~ 8) pu(t)dt-+exp(~(5~ 30t ))d(exp ~o{w(t,w) ~w(s,)))
et

2

d(exp —o(w(t,w) — w(s,w))) = %a -exp —o(w(t,w) — w(s,w))dt .

—o - (exp —o(w(t,w) — w(s,w))) - dw(?).

En substituant, il vient

dodt) = (50* = 8) - o1}t + 507 -exp(~(6 - 307)(t - )
x exp —o(w(t,w) — w(s,w))) - dt

—o - exp(—(6 — %ag)(t — 3)) - exp —o(w(t,w) — w(s,w))dw(t)



30 FINANCE STOCHASTIQUE

ou

dp,(t)

(39"~ 8)  pult)dt + 367 pu(t)dt — - eu(t)do(t)
(6% — O)p.(1)dt — o, (t)dw(t)

ConcLusioN 1.1

La comparaison des équations (4.17) et (4.18) montre que
a) dans un modéle déterministe (¢ = 0), l'inversion du temps se traduit sim-
plement par une inversion des signes des coefficients de 1’équation:

dC,(t) = §é-C,(t)dt

dp,(t) —8-p,(t)dt .
b) dans le modele stochastique, 'inversion du temps se traduit non seulement
par l'inversion des signes des coeflicients de I’équation, mais également par
Papparition d’un terme complémentaire, lié & la volatilité o2.

Cette méme perturbation apparait en matiere de moyenne des processus,
comme le montre la propriété suivante.

PROPRIETE 1.7

Les facteurs de capitalisation et d’actualisation admettent sur l'intervalle
[s, 7], les moyennes

EC.(t) = exp(6- (t — s)) (4.19)
et
Epu(t) = exp(—(6— %) - (t = 5)) , (4.20)
respectivement.

Démonstration

Ces relations se démontrent selon la méme méthode que celle utilisée pour
la propriété 1.5.

En effet, les variables aléatoires C,(t) et ¢,(t) (s et t fixés), compte tenu
de leur définition admettent une distribution log-normale, de parametres

a = (6-F)t—s)
b = |olvt—3s

)
I

= (T8 -)
¥ = |o|vit—s
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respectivement pour C,(¢) et ¢,(t). Il en résulte
b2 2 2
EC,(1) = expla + ) = exp((6- TNt=8)+ (= 3))
= exp(6(t—s))

et

bn
Ep,(t) = exp(a’ + ?)

exp((G = O)(t = 8) + F(t = 9))
= exp(~(6—a?)t - 9)).

CONCLUSION 1.2

L’actualisation moyenne se fait & un taux plus faible que la capitalisation
moyenne.

Le taux moyen instantané § est pénalisé par le terme o? de volatilité de
Pactif.

Les conclusions 1.1 et 1.2 ainsi obtenues, qui peuvent étre baptisées pro-
priété d’irréversibilité du phénomene d’actualisation, ne constituent nullement
un apanage du modele brownien géométrique considéré ici.

Elles constituent en réalité la marque des modeéles aléatoires et seront
généralisées dans le modeéle stochastique général de semi-martingales étudié
au paragraphe 4.7.

4.7 Modele général de semi-martingales
4.7.1 Introduction

Différents modeles stochastiques d’évolution d’un actif ont été présentés;
certaines parentés ont déja été signalées entre plusieurs de ces modéles, no-
tamment au niveau de I’équation d’évolution qui les régit, qu’il s’agisse des
équations différentielles classiques (3.6) et (3.8), et de I’équation intégrale
(3.10) pour les modeles déterministes, ou des modéles stochastiques (4.4), (4.7)
ou (4.12).

Il est possible de généraliser ces différents modéles grace a la théorie des
semi-martingales, en introduisant le modéle le plus général pour lequel une
équation de capitalisation de la forme

S()=50) + [ "S(s7)dI(s)

ou I, baptisé flux de rendement, est un processus adéquat, a encore un sens
raisonnable.



32 FINANCE STOCHASTIQUE

La théorie générale des processus stochastiques nous enseigne que la classe
maximale de processus pour laquelle la notion d’intégrale peut encore se voir
attribuer un sens est constituée des semi-martingales. Nous étudierons ce
modele général dans le présent paragraphe, et généraliserons ainsi I’ensemble
des modeéles vus précédemment.

Nous renvoyons A ’annexe 5 pour les éléments théoriques relatifs aux semi-
martingales et 4 'intégration stochastique générale.

En vue d’introduire ce modéle général, considérons le modele brownien
géométrique vu au paragraphe 4.4.

L’équation stochastique de structure (4.7) peut étre réécrite

s() =50+ [ * S(s)dI(s), (4.21)
ou le processus flux I est défini par
It,w)=6-t+0- w(t,w).
Ce flux admet donc une décomposition additive
I(t,w) = L(t) + L(t,w)

ou
(i) I4 est une fonction monotone non décroissante (donc a variation bornée);
(ii) I, est une martingale.
Cette décomposition additive du processus flux qui régit I’équation de structure
(4.21), en une partie a variation bornée et une composante martingale, est a
la base de la généralisation par la théorie des semi-martingales.
Ceci motive la définition suivante.

DEFINITION 1.5

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration {F,,0 < s <
T}. Un flux I sur Pespace filtré (2, F,P, { F,}) est une semi-martingale spéciale
sur cet espace, satisfaisant:

(i) les sauts de I sont & valeurs dans un compact de (—1,1),
(ii) les sauts de I sont en nombre fini sur tout compact,

(iii) la partie continue & variation finie de I est croissante,
(iv) I(0) = 0.

Un flux étant supposé une semi-martingale spéciale, admet la décomposition
unique

Itw)=V(t,w) + M(t,w) , (4.22)

ou V(t,w) est un processus a variation finie, prévisible et localement intégrable,
et M(t,w) est une martingale locale nulle en ¢ = 0.

D’autre part, rappelons que tous ces processus sont supposés cad-lag, adaptés
et donc optionnels.
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On peut décomposer les processus V et M.

Le processus V étant i variation finie, on peut lui appliquer, trajectoire
par trajectoire, la décomposition de Lebesgue:

V(t,w) = Ve(t,w) + V*(t,w) + Vi(t,w) ,

ou V¢ est la partie absolument continue, V* est la partie continue singuliére,
V9 est la partie discréte i sauts.

On supposera toujours ici V* identiquement nul. On posera alors
a) Ve(t,w) = [ 6(s,w)ds
Le processus dérivée § p.s. non négatif par I'hypothése (iii), défini & un
ensemble de mesure nulle prés sur toute trajectoire, et étendu pour conti-
nuité a droite, représentera le tauz de rendement instantané stochastique.
b) Vit,w)= Y. si(w)
. kT <t
ol
(P1)0=Ty < Ty... <T,... est une suite de temps d’arrét prévisibles,
de graphes disjoints, puisque V' est supposé prévisible (on supposera le
plus souvent ces temps déterministes);
(b2) les sauts du processus sont notés si(w), et seront appelés tauz im-
pulsionnels stochastiques. La somme

V(l!,l.u):/ot §(s,wids+ Y si(w)

K|T, <t

représente le trend, ou partie a variation lente et prévisible du flux.

Quant au processus M, il modélise le bruit, ou partie & variation rapide,
résultant de I’'accumulation d’effets nombreux et chaotiques sur ’évolution du
rendement.

Etant une martingale locale, ce processus admet également une décomposi-
tion additive

M(t,w) = M°(t,w) + M?(t,w)

a) M¢(t,w) représente la partie martingale continue du flux, et sera appelée
bruit continy;

b) M%(t,w) est une somme compensée de sauts et sera appelé bruit discret.
Les sauts étant bornés et en nombre fini, sur tout compact, on pourra
écrire

Mé(t,w) = A(t,w) — AP(t,w)

ol
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(bl) A(t,w) = Z m,(w).
118, <t
Les 0 = 55 < 51... < 8, < Spuq1... étant une suite de temps d’arrét,
choisis totalement inaccessibles. Les sauts m, sont appelés bruits impul-
sionnels stochastiques.
(b2) AP est la projection prévisible duale de A, et est un processus continu
A variation finie, appelé compensateur du bruit.
Un flux de rendement pourra donc se décomposer en 4 parties, et se noter

t
I{t,w) = / 8(s,w)ds + Y s,(w) + M(¢,w) + ( 3 my(w) - Ap(t,w)) .
0 2T, <t 18, <t
(4.23)
Ces 4 parties peuvent s’interpréter financierement de la facon suivante:
a) [ 6(s,w)ds représente le trend des taux de rendement;
b} M*(¢,w) représente le bruit agissant sur ces taux;

¢) Y. s,(w) représente une suite de plus- ou moins-values affectant I’actif a
JlTJS‘

des époques prévisibles;

d) >  m,(w) représente une suite de plus- ou moins-values affectant l'actif 2
ils, <t

des instants totalement inaccessibles, et compensées par le processus A?P.

Ce type de flux intégre donc a la fois des revenus et des plus-values. Les

modeles précédemment étudiés s’obtiennent facilement comme cas particulier.
A titre d’exemple:

a) modéle déterministe (paragraphe 3.2.3):

8(s,w) = 8(s)

s(w)=1, .

Les temps d’arrét prévisibles {T(w)} sont des temps déterministes;
M¢=0

mp=0,A =0 .

b) modéle brownien géométrique (paragraphe 4.4):
0(s,w) =&
Me(t,w) = ow(t,w)

5,=m, =0 .
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4.7.2 Actif stochastique

On s’intéresse a ’équation de capitalisation
t
S(t) = 5(0) + ] S(s™)dI(s),
o

ol I est une semi-martingale, de forme (4.23):

I(t,w) = /6(3 wids+ 3 s (w)+ M(Lw)+ | Y m,(w)—A"(t,w)) .

T, <t IS, <t
L’actif, solution de cette équation différentielle stochastique, est donné par le
théoreme suivant.

THEOREME 1.2

Il existe une et une seule semi-martingale, solution de I’équation de capi-
talisation, appelée exponentielle du flux, et donnée par la formule

S(t) = 5(0) - exp{I(t) — = < Mo, Me> ) I 1+ AL)e ™, (4.24)
o< st
ol on note Al, = I(s) — I(.s —0), les sauts du flux (Alr, = s,(w) et Alg =
my(w))-

Démeonstration

(i) Ezistence
Posons
K(t) = I{t)- % < Me, M >,
II @ +AL)-e %

0<a<t

L(t)

Remarquons que le processus L est bien défini puisque le flux est supposé
n’avoir qu’un nombre fini de sauts sur tout compact.
La solution proposée est de la forme

S(t) = §(0) - F(K(t), L(t)) avec F(z,y) =y-€*

et est donc une semi-martingale.
Appliquons la formule d’Ito & 2 dimensions, pour les semi-martingales:

F(X},X7) = F(xa,x2>+z | | i X )ax;

— 2 d i 3¢
Z./m]az'azf( S X} d< XN X >,

,J—l

+ 3 (F(X1XD) - F(X), X! Z (X X2) - AX))

0<a<t |—1
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En appliquant cette formule a la solution proposée,

S(t) = S(0)+ [0' S(s™)dK (s) + jn "eKOIVL(s) + % /0 "S(s7)d < K°, K€ >,
+ 3 (S(s)=S8(s7) - S(sT)AK, — 56TV AL
0<s<t
ou

S@) = SO)+ [ S(s)als) = 5 [ S5 < M, Me >, + [ FIan(s)

1t - rc c
+ 5/0 S(s~)d < K, K¢ >,

+ 3 (S(s) - S(s7) - S(sT)AK, — eXTAL,) .

0<s<t

Or K<(t) = I°(t) = M°(t), car < M*, M > est un processus croissant, et

[ <®ars) = ¥ &AL,
0

0<s<t

puisque les trajectoires du processus L sont en escalier.
D’autre part, lors des discontinuités du flux 7, on a

S(s) = S(s7)- (1 + AL) = S(s7) - (1 + AK,).

On obtient donc finalement

t
S(t) = S(0) + [ S(s7)a1(s),
et S est donc bien solution de I’équation de capitalisation.

(ii) Unicité
Rappelons que si I* est un flux déterministe a variation bornée, il existe
une et une seule solution a I’équation intégrale (théoreme 1.1)

S*(t) = 5(0) + j §*(s™)dI*(s) .

Ce résultat se généralise immédiatement si I est un processus & variation finie,
puisque dans ce cas, l'intégrale stochastique se calcule de maniére classique,
trajectoire par trajectoire.

Il suffit donc de montrer 'unicité lorsque le flux comprend une partie mar-
tingale locale contmue Soit alors C une solution de ’équation de capitalisa-
tion. Posons

I_{(t) = Mc(t) - § < MC,MC >g
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et
L(t) = e %O . C(t) = F(—K(1),C(t)) ot F(z,y) = ye®.

Montrons que le processus L est solution d’une équation de capitalisation dont
le flux est & variation finie; son unicité (et donc celle de C') sera ainsi assurée.
En appliquant & nouveau la formule d'Ito & 2 dimensions, on a

Lty = L)+ ]o' —L(s")dR(s) + fo' R0 (s)
+%]o' L(s")d < R, K* >,
_/0' KOV < Ko RS >,
+ 30 (L(s) - L(sT)AK, - ££¢IC,),

0<a<t
Or a) dC(s) = C(s™)dI(s);
b) dK(s) = dM(s) — 1d < M, M* >,;
c) I°(s) = M°(s) = K°(s), puisque < M°, M® > est croissant;
d) AK, = 0 puisque K est continu.
D’autre part, par la formule d[(H - X)*,Y] = Hd[X°,Y], on a

d< K5,C>,=d<I°,C°>,=C(s")d < IF, I° >, .

En remplagant, on obtient finalement

L) = L(0)+ L‘ e RUIG(5)dI(s) - EE(.:")dM"’(s)

L(o) + jo " L(s™)di(s) jo *L(s™)dM*(s)

ou
- _ ¢ _
L(t) = L(0) + /0 L(s™)d(I(s) — M%(s))
et ] — M* est bien un processus a variation finie.
L’unicité de L et de C en résulte. [ |
En tenant compte de la forme (4.23) du flux, 'actif, solution, peut encore

g’écrire

S(t,w) = S(0) exp ( /0 " §(s,w)ds + Me(t,w) — % < M, M° >, —A"(t,w))

xexp| 3 s,(w)+ Y mi(w)— Y AI,) II 1+AL).

T, <t ils, <t 0<s<t O<s<t
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Or les discontinuités du flux sont précisément les sauts {s,} et {m;}. On a
donc finalement

S(t,w) = S(0) exp ( [  §(s,w)ds + M(t,w) -% < M, M* >,) I (1+s;)

T <

x| I (1 +m;) -cxp—A’(t,w)) . (4.25)
5, <t

CAS PARTICULIERS

a) Modéle déterministe:

I(t) = /c's(s)da+ T s,

)T, <t

S(8) = S(0) exp jo “S(s)ds [ (1+3,).

JITJ <t

b) Modéles continus:
Lorsque le bruit est continu, le compensateur disparait, et on a

S(t) = 5(0) exp (Lté(s,w)da + Me(t,w) — % < M, M >, H (1+s;).

T, <t
Lorsque de plus, le trend est également continu, on a
S() = S(0)exp ( / " §(s,w)ds + M(t,w) — % < M°,M° >t)
= S(0)exp (i) -exp—% < M M >,
Rappelons que pour un modeéle déterministe continu, on a
S(t) = S(0)exp I(2).

c) Modéle wienérien:
Il s’agit d’un modéle continu, pour lequel on a

O(s,w) = 6(s)
M) = ]0 o(s)du(s),

ol w est un processus wienérien. Dans ce cas, on a

(]
<M,M >= /0 o*(s)ds,
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et donc

5(0) - exp (‘[,‘ 8(s)ds + ‘/: o(s)dw(s) — %/0‘ az(s)d.s)

o*(s)

= S(0)-exp /0'5(3)— sVds - exp /o'a(s)dw(s).

5(¢)

Ce modele généralise dans un cadre non stationnaire le modéle brownien
géométrique vu au paragraphe 4.4.

La solution obtenue (4.25) jouit des propriétés suivantes.

PROPRIETE 1.8 (propriétés probabilistes)

a) L’actif S est une semi-martingale spéciale.

b) Si le flux est un processus a variation finie (une martingale locale), 'actif
est un processus a variation finie (une martingale locale). En particulier, si M
est une martingale locale, le processus

1
M*(t,w) = exp(MC(t,w)—E < M* M° >,) est une martingale locale continue.
Le processus A*(t,w) = [1,s,</(1 + m,) - exp —AP(t,w) est une martingale lo-
cale, somme compensée de sauts.

Démonstration

Ces propriétés résultent directement de la relation

5() = 50) + | * S(s7)di(s).

a) La solution S est une intégrale stochastique d’un processus prévisible locale-
ment borné, par rapport a une semi-martingale spéciale I, et est donc spéciale.
b) L'intégrale stochastique par rapport & une martingale locale ou un processus
a variation finie définit encore un processus, martingale locale ou 4 variation
finie.

PROPRIETE 1.9 (propriétés des trajectoires)

a) L’actif S admet des trajectoires continues a droite, limitées a gauche.
b) Sur toutes les trajectoires, I’actif solution est une fonction strictement po-
sitive.

Ces propriétés résultent directement de la forme de la solution, ainsi que
du domaine de variation des sauts du flux, inclus dans (-1,1).
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PROPRIETE 1.10 (propriété de décomposition)
La solution S admet une décomposition multiplicative
S(t) = 5(0) - Si(t) - 5a(2)

ol S; est un processus a variation finie, §; est une martingale locale.

Démonstration

Il suffit de remarquer que

S() = SO) (e [ 6(s,0)ds- I1 (146 exp{M(t.0)

——% < Mc, M: > —Ap(tvw)} . l-_[ (1 + mJ))

JlSJ <t

et de conclure a I'aide de la propriété 1.8.

Le processus Sy(t) = exp f; 8(s,w)ds[1,1,<:(1+s5;), qui est une généralisa-
tion immédiate en univers aléatoire, de la formule obtenue dans le modéle
déterministe est ’effet du trend, autour duquel va varier la véritable trajectoire
de S (variation principale).

Le processus, 55(t) = exp{ M°(t,w)—} < M*,M°® >, —A?(t,w)}-[],s,<:(1+
m,), qui est une perturbation aléatoire multiplicative du processus S, est
Ieffet du bruit (veriation secondaire).

Le caractere de martingale locale du processus S; illustre son réle de per-
turbation autour de S;.

REMARQUE

La présence, dans I'équation de capitalisation, de la limite & gauche S(s™)
comme intégrand, plutot que du processus S(s) lui-méme, se justifie a la fois
d’un point de vue financier et technique.

a) Justification financicre
Lorsqu’en utilise la limite & gauche, on a en un point #, de discontinuité
du flux d’amplitude s,

S(to) = S(t3) - (1 + 20).

L’amplitude sy s’interpréte donc comme un taux impulsionnel qui s’applique
sur l'actif tel qu’il existe immédiatement avant cet apport. L’emploi de la
limite & gauche permet donc d’interpréter les sauts du flux comme taux im-
pulsionnels.
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b) Justification technique
Dans un modele déterministe, on pouvait concevoir I'équation

t
S(t) = 5(0) + jo S(s)dI(s) (4.26)
dont la solution est donnée par

5(t) = 5(0)-exp(r(e))- I (14

k(T <t

Sk

1—s )
En revanche, dans un modéle de semi-martingale, ’équation (4.26) n’a plus de
sens, puisque le processus S n’est généralement pas prévisible. L’emploi de la
limite & gauche permet en fait de rendre I'intégrand prévisible.

Une autre maniére, en univers aléatoire, de rendre l'intégrand prévisible
serait de considérer 1’équation intermédiaire

56 =500+ [ " 25 (s)dI(s)

ou ?5* est la projection prévisible du processus S.

Dans ce cas, I'impulsion se calculerait sur I’actif aprés ’apport si celui-ci est
prévisible (sauts du trend); 'impulsion se calculerait sur I'actif avant Papport
si celui-ci est totalement inaccessible (sauts du bruit), et on aurait la solution

)

Sk

5°(2) = 5(0)-xp( | ' 6(a,w)d.s+M“(t,w)—% <M M) T 1+

KT, <t 1 — s

-("Ip:< (1 + my) - exp —AP(t,w)).

4.7.3 Actualisation stochastique

Soient s et ¢, 2 instants tels que s < .
Si § désigne le processus de capitalisation (4.24), on a

S() = () exp{I(t) = I(s) + 5 < M, M >, =3 < M7, M >)

x JT 1+ AlL)e 8k

s<r<t
Ceci justifie la définition suivante, qui généralise l'expression (4.15).
DEFINITION 1.6

Le facteur de capitalisation de s vers t (s < t), est le processus C,(t), donné
par

Cu(t) = exp{I(t)—I(.s)+% < M, M* >, -% < MS, M >3- ] (1+AL)eSr
s<r<i
(4.27)
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Ce facteur jouit des propriétés immédiates suivantes.

PROPRIETE 1.11

(i) Le processus C.(:), (s fixé), est solution de I'équation différentielle stochas-
tique
dC,(t) = C,(t7)dI(t) t>s
C,(8)=1

(i1) Le processus C, admet une décomposition multiplicative
Ci(t) = cP(t) - CP ()

ol C(M(t) est un processus d variation finie, issu exclusivement de I'influence
du trend :

¢
CcO(t) = expj S(t,w)dr - | II (+sy),
’ 2s< T, <t

et C?(t) est une martingale locale, issue exclusivement de l'influence du bruit:
1
CO) = exp{M¥(t,0) — M¥(s,0) 4 & < M= M* >, - < Mo, 017 >,

+A Wy~ 2w} [T 14+m,).

jle<S, <t

Le processus C,(t) permet de modéliser I’actualisation vers le futur; on peut

également définir un processus d’actualisation vers le passé (voir généralisation
de l’expression (4.16)).

DEFINITION 1.7

Le facteur d’actualisation de t vers s (t > s), est le processus ¢,(t), donné
par

w(t) = %(t)=exp{1(.s)—l(t)+%<M°,M°>t

1 1
-3 <MEMe>)- T

— . A (4.28)
s<r<t 1+ Al

Remarquons que ce processus est bien défini, puisque le processus solution du
probleme de capitalisation est toujours strictement positif (propriété 1.9).

a) Modéles continus

Examinons d’abord les propriétés de ce facteur ¢,(t), lorsque le flux est
continu (i.e. I(t,w) = f§ 6(s,w)ds + M°(¢,w)).
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Dans un modéle continu déterministe, I'inversion du temps se traduit au
niveau de I’équation différentielle par un simple changement de signe:

dC,(t) = C,(t)dI{t)

et
do.(t) = —pB)dI() .
Cette réversibilité ne joue plus dans un modele stochastique continu (voir pro-
priété 1.6). On a:
PROPRIETE 1.12

Lorsque le flux est une semi-martingale continue, le facteur d’actualisation
est solution de I’équation différentielle stochastique

do,(t) = —p,(1)dI(t) + ,(t)d < M, M® >, (4.29)

Démonstration

1l suffit d’appliquer la formule d’Ito 4 1 dimension 4 la fonction F(z) = 1,

de classe C*(RY):

eut) = PC) = FCUN + [ ~zardCu) 4 5 [ esdlCE,CE,
Or: a) dC,(r) = C,(r)dI(r)

b)  d[CT,C,).

Cl(r)d[I°, I,
C3(r)d < M°,M*® >, (puisque I est continu).

En remplagant,

1 1 ¢ g
ou(t) = 1+ /(.,,] i+ /M oyt < MM >

ou
() =1+ —s(r)dI(r) + pa(r)d < M, M° >,
es(t) -/(-’,t] (r)dI(r) ‘/(’,‘] (r)d < >,

c'est-a-dire, sous forme différentielle
dp,(t) = —p,()dI(t) + p,(1)d < M, M® >, .
REMARQUE

La partie martingale locale continue induit donc lors de l'inversion du
temps, un terme complémentaire dans I’équation différentielle stochastique
d’actualisation. Cette équation peut se mettre sous la forme

diou(t) = —pu(DA(V ()= < M%, M® >1) = o, (1)dME(2)
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Le processus U(t) = V(t)— < M°, M >, sera appelé trend hors risque; ce pro-
cessus généralise les taux hors risque § — 0%, du modéle brownien géométrique.

Le trend hors risque apparait également dans la décomposition multiplicative
du facteur ¢:

PROPRIETE 1.13

Lorsque le flux est une semi-martingale continue, le processus d’actualisation
en s = 0,p0(:), admet la décomposition multiplicative suivante:

wa(t) = 0§ (t) - G8(t)

a

ou
t
(i) p§(2) = exp(=U(t)) = exp(— fo 8(s,w)ds+ < M, M >,)
est un processus & variation finie continu (variation principale);
. 1
(ii) e (t) = exp(—M*(t) — 5 < MM >)

est une martingale locale continue (variation secondaire).

Démonstration

Dans le cas continu, le facteur d’actualisation est donné par
1 t
olt) = p(t) = exp{-2- < M®,M® > —M*(t) /0 J(S,w)d.s} .

(1) Montrons d’abord que la décomposition naturelle suivante, analogue a celle
du facteur de capitalisation, ne convient pas:

o(t) = exp {- /0' 5(3,w)d.s} -exp{% < Me, M > —Me())

1 1
oty = —— - ———
Le processus i; est bien a variation finie.

Mais le processus 1), n’est pas une martingale locale. Pour ce, considérons
I’équation

t)—1+j (s)d(=M*(s)).

Le processus —M° étant une martingale locale continue, il en résulte que Z
est également une martingale locale continue.

D’autre part, Z est solution d’une équation de capitalisation a flux égal a
—M?¢, et le théoréme 1.2, implique:

2() = exp{-M()— 5 < =M%, =M* >}

exp {—M"(t) - % < M°,M° >,}.



LES ACTIONS 45

Or
Po(t) = exp{% < M°,M° >, —M(t)} = Z(t) -exp{< M°, M*° >}

Z(t) étant une martingale locale, et exp{< M° M° >,} étant un processus
croissant, 1, n’est généralement pas une martingale locale.
(ii) Le processus Z conduit naturellement & la décomposition souhaitée. En

effet,

o(t) Z()- (exp {-jot 6(3,w)ds} -exp {< M°, M° >.})

©*(t) - ¢ (1),

t
et ¢? est bien une martingale locale, ¢'(t) = exp {— / §(s,w)ds+ < M®, M* >¢}
(]

est un processus a variation finie.

CONCLUSION 1.3

La structure de 1’équation différentielle stochastique et la décomposition
multiplicative du facteur d’actualisation vers le passé, ont mis en évidence le
processus “trend hors risque” égal au trend diminué du processus caractéristique
du bruit.

Ce processus caractéristique, < M°, M° >, peut donc étre interprété comme
le prix du risque lié au bruit, lors d’une actualisation.

En particulier, dans un modéle wienérien:

'[:a(.s)dw(s)
<M Me>, = j:az(.s)d.s

/ (8(3) = o%(s))ds

M(1)

u()
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b) Modéles avec sauts
Dans un modéle déterministe avec sauts, si £, désigne un instant de capi-
talisation impulsionnelle, d’amplitude i, = I(t,) — I(t;), on a

St)=807)-(1 +1x) .
Ea inversant,

1
1+,

= (%) -(1-

e(te) = o(t)-

1+z)

En introduisant un flux modifié I*, dont la partie continue et les sauts sont
donnés par:

@) = I()
. Al
Al = 1+ AL

on peut obtenir ’équation différentielle de la fonction ¢ :

di(t) = —p(t")dI" (2).

Il y a donc encore réversibilité de 'équation, moyennant adaptation des sauts.
Dans un modele stochastique général, on introduit également un flux modifié,
donné par

() = / §(s, w)ds + M(t,w) — AP(t,w)+ 3

m
+ ) 1,
JIT<¢1+’ 1+ m,

1S, <t

On a alors:

PROPRIETE 1.14

Si le flux I est une semi-martingale générale, le processus d’actualisation
est solution de 1'équation différentielle stochastique

dp(t) = —p(t7)dI*(t) + p(t7)d < M°, M€ >, . (4.30)
Démonstration

Il suffit & nouveau d’utiliser la formule d’Ito & 1 dimension, avec disconti-
nuités, 3 la fonction F(z) = 1, de classe C*(R¢):

1 1

w(t) = F(5(t) = F(5(0)) + (O.f]-mds( )+ 2 Jio4) 53(3 )

d[s¢, 59,
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) 1
+0§St(w(3) ~9(sT) + g5 A506),

o) =14 [ o)+ [ o)< MM >4 T (ps) ()

0<a<t

1

Développons le terme de saut du second membre en un temps d’arrét t; de
discontinuité du flux stochastique noté tx = I(2x) — I(ty ).
On a: 1
el(te) —p(te) + ey AS(t)
- 1 -
= p(te) — p(ty) + S S(ty) - i

= o) (L- 73

ik)—‘P(t;)‘ik

D’autre part, I'intégrale stochastique [ig g —@(s™)dI(s) saute en ¢ = t;, d’une
amplitude —p(ty) - .
Le saut en t; de ¢ est donc
i
1+

Bplts) = — 3 (tE),

et on peut écrire
- _ - = -)d ¢ ¢ .
(1) = p(0) /Mw(s )dI*(s) + /(mlsp(s ) < M°, M* >,
REMARQUES

1) La propriété 1.14 s’étend immédiatement & I’équation différentielle stochas-
tique du processus ¢,(t), d’actualisation en s (0 < s < t).
2) Les propriétés 1.12 et 1.14 montrent que, par rapport au modéle déterministe,
seule la partie martingale locale continue du flux vient modifier la structure
de I’équation, en univers aléatoire.

On peut également s’intéresser a la décomposition multiplicative du pro-
cessus dans le cas général avec sauts.

PROPRIETE 1.15

Lorsque le flux est une semi-martingale générale, le processus d’actualisation
admet la décomposition multiplicative suivante

p(t) = (1) - P (1),
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ol

t
©V(t) = exp {—/ S(s,w)ds+ < M, M® > +AP(t,w) + B”(t,w)}- II !
(] 2T, <t 1+,

est un processus a variation finie (variation principale);

1
eD(t) = exp {—Mc(t) - % < M, M >, —B”(t,w)} - 11

IS, <t 1+ ™y

est une martingale locale (variation secondaire).

Le processus BP étant le compensateur prévisible du processus a variation
finie localement intégrable
m;

B(t’w) = z: =

215, <t 1+mj

Démonstration

La propriété 1.13 incite au regroupement:

t
¢(t) = exp {_jo O(s,w)ds+ < M, M°® >¢}

1
x II - exp {—— < M°,M° >, —MC(t)} II -exp AP(t,w) .
itz Lt 2 ’ As,ce 1™y
Intéressons-nous a la structure du terme
1
3
OEN| - exp AP(t,w).
iser L ¥ ™

Au vu de ce qui précede, il serait naturel que le processus 3 soit une martingale
locale; il n’en est rien.

En effet, considérons le processus & variation finie construit & partir des

sauts du bruit
B(tw)= ) -

e LA™

m;

Ce processus admet un compensateur prévisible noté BP.
On considére alors la martingale locale compensée

N(t,w) = Blt,w) — BP(t,w) = ¥ (- i )—B"(t,w).

Ase \ 1+m;

L’équation de capitalisation associée au flux N,

Wi =1+ [ ‘W(s™)dN(s),
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a pour solution

wity = [I (1— i )-exp—B"(t,w)

IS, <t 1+ m;

1
= T €*P - BP(t,w).
JISJSt 7

Comme le flux N est une martingale locale, le processus W est une martingale

locale.
On peut donc décomposer le processus ¢

©°(t) = W(t) - exp(A*(t,w) + B(t,w))

(produit d’une martingale locale et d’un processus & variation finie). Montrons
de plus que exp(A?(t,w) + BP(t,w)) est un processus croissant. AP étant com-
pensateur de A, A — AP est une martingale locale; de méme B — B? est un
martingale locale.

La somme de 2 martingales locales étant une martingale locale, A — A7 +
B — B* = (A + B) — (A? + BP) est une martingale locale. A? + B? = (A+ B)?
est donc le compensateur du processus & variation finie (A + B). Or

A+B)) = 5 m= T 1

Jls, <t 318, £t

m?

= z 3

118,<t 14+ m,

2
Comme les sauts du bruit m, € (—1, 1), les sauts ﬁ;’n— sont positifs. Le proces-
¢l
sus A + B est donc un processus croissant; donc également son compensateur,
AP + B?,

On obtient donc finalement la décomposition

i
¢(t) = exp {—/0 §(s,w)ds+ < M°, M*° >¢}

1 1
x T1 o exp {—5 < MO, M° >0 Me()} W(t) -exp(A*(t, ) + B(t, )
143 2
31Ty st 4
D’autre part, W et exp{—1 < M, M® > —M°} étant deux martingales locales
orthogonales puisque sans discontinuités communes, leur produit est encore
une martingale locale; exp(AP(t,w) + BP(t,w)) étant un processus croissant,
le processus exp{— [s 8(s,w)ds+ < M°,M°¢ >, +AP(t,w) + B?(t,w)} est &
variation finie, et on obtient la décomposition souhaitée

p(t) = (exp {—f; b(s,w)ds+ < M°, M° > +A?(t,w) + B"(t,w)}
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1
H )
el 85

x (exp{—M“(t)—%<M°,M° >, —B"(t,w)}- m— )

s, L+ m;

CONCLUSION 1.4

La variation principale du facteur d’actualisation met en évidence un trend
continu hors risque, égal au trend continu, diminué d’un processus croissant:

U(tw)= | " §(s,w)ds— < M, M® > —(A%(t,) + B*(t,w)) -

La correction, < M¢, M*® >, +(AP(t,w) + BP(t,w)), qui vient ralentir les taux
instantanés stochastiques (puisqu’elle est croissante), et donc renchérir le fac-
teur d’actualisation, peut étre interprétée comme le prix du risque financier
compris dans le bruit; elle tient a la fois compte, de la partie martingale lo-
cale continue, au travers du processus caractérisque < M°, M° >, et de la
partie somme compensée de sauts, au travers du compensateur prévisible du
processus croissant a sauts A 4+ B.

5 Modéles d’équilibre de marché

Une des voies d’investig:;tion les plus fécondes en finance a été la recherche
d’équilibre des marchés financiers sur la base du couple indissociable rendement-
risque. On s’intéresse cette fois & un ensemble de titres risqués, négociables
sur un marché.

On tente, d’une part, de relier le rendement aléatoire de ces différents
titres, au rendement global du marché grace a une théorie explicative adéquate,
d’autre part, de proposer une composition optimale de portefeuille en fonction
de l'attitude de I'investisseur vis-a-vis du risque (théorie du portefeuille).

En vue d’appréhender le risque, nous nous placerons par définition en
univers aléatoire; comme dans la plupart des modéles développés en la matiere,
la modélisation sera discréte, sur une période de temps.

5.1 Considérations générales

Le marché financier sur lequel seront négociés les titres sera supposé dit
parfait, c’est-a-dire

- qu’aucun investisseur n’est dominant sur le marché,

- que tous les investisseurs ont acces a toutes les informations concernant

les titres,
- que les titres sont infiniment divisibles,
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-qu'il n’y a pas de coiit de transaction, d’impéts, ni de restriction sur

vente a découvert.

Un investisseur investit en début de période une somme supposée unitaire;
il répartit pour ce son placement entre différents titres; ’observation du ren-
dement obtenu porte sur une période de temps (modéle statique).

Son comportement sera dit retionnel au sens suivant: il cherche & maximiser
le rendement obtenu, mais il est supposé éprouver une aversion pour le risque;
cette derniére notion sera précisée dans les modéles développés ci-dessous.

L’investissement peut se faire parmi N titres risqués (par exemple, des
actions).

Le rendement du titre § (i = 1,...,N), au sens de la définition 1.1 (voir
(3.14)), est défini par:

cours fin de période — cours début de période + dividende

rendement =
cours début de période

La modélisation aléatoire conduit a considérer ces rendements comme des vari-
ables aléatoires, définies sur un espace de probabilité (2, F,P).

NOTATIONS

Nous noterons:
- R{w) = (Ry(w),. .., Rn(w)) le vecteur aléatoire des rendements des titres
1,2,...,N;
- g = (pt1, p25 - - -, #pn) = ER(w) (vecteur moyenne). On suppose que g #
k-1 (tous les rendements moyens ne sont pas égaux);
- ¥ = (o,,) = matrice variance - covariance

(035 = cov(Ry(w), By (w))) -

Cette matrice X est supposée définie positive, c’est-a-dire

N N
Z E 0,;2.Z, > 0 pour tout vecteurZ = (Z,,2,,...,2Zn) € RY non nul.
=1 =1
Financierement, cette condition revient & supposer:
- que le rendement d’un actif ne peut étre obtenu comme combinaison

linéaire des rendements des autres actifs;
- qu’aucun actif n’est sans risque.

Un portefeuille est défini par un vecteur
X = (X1, X2,...,Xn) €R" tel que:

- X, = quantité ou proportion investie dans le titre :

-YN X =1.

=1
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Le rendement d’un tel portefeuille sera donné par

N
mm:;xmm.

Il s’agit d’une variable aléatoire dont les moments sont donnés par

N
ER(X) = Y Xiw
= N N
Un(R(X)) = vdrR(X)=zZO','jX.'XJ.

=1 j=1

Remarquons que, sauf mention explicite contraire, certaines composantes du
vecteur X peuvent étre négatives (position & découvert).

La théorie du portefeuille s’intéresse a la recherche de portefeuilles opti-
maux en un sens & préciser.

Qutre les N titres risqués, nous aurons également dans certaines applica-
tions & supposer 'existence d'un titre non risqué; nous lui affecterons l'indice
0 et noterons son rendement déterministe

By(w) = r = taux sans risque.

5.2 L’approche moyenne-variance

L’approche moyenne-variance, développée par Markowitz dés 1952, est basée

sur une conception du risque financier d’un titre résumé dans sa seule variance.

11 s’agira donc simultanément:

- de maximiser I'espérance mathématique du rendement du portefeuille,

- d’en minimiser la variance.

Nous supposerons d’abord que sont seulement disponibles sur le marché les
N titres risqués.

L’approche de Markowitz (1952) se fonde sur la recherche de portefeuilles
efficients au sens suivant.

DEFINITION 1.8

- Un portefeuille X* est dit efficient s'il n’existe pas de portefeuille X tel
que:
E(R(X)) 2 E(R(X"))
Var(R(X)) < Var(R(X"))
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- Un portefeuille X* est dit frontiére 8'il n’existe pas de portefeuille X tel
que:

ER(X) = ER(X")
VarR(X) < VarR(X*).

Intuitivement, un portefeuille efficient est tel qu’il n'est pas possible de trouver
un portefeuille de variance inférieure (donc de moins grand risque) tout en
conservant un rendement au moins égal.

Les portefeuilles efficients forment un sous-ensemble des portefeuilles fronti-
éres; ces derniers seront mis en évidence plus facilement, analytiquement.

La recherche de ces portefeuilles frontiéres revient a résoudre le programme
suivant:

Probléme 1
1 N N
3 Z E X;X,0;; (= minvarR(X))

i=13=1

min

sous les contraintes:

TmaXi=1

-2N L X = e (e fixé).
Pour un niveau fixé de moyenne de rendement, soit e, on minimise la vari-
ance du portefeuille, En faisant varier ensuite ¢, on obtiendra ’ensemble des
portefeuilles frontieres, dont on isolera enfin les portefeuilles efficients.

Pour réscudre ce programme, on utilise la technique des lagrangiens:

1 N N N N
L=2Y X.-Xja,-,-+)\(1—EX‘)+'y(e—ZX.-p.)
2 =1 j=1 =1 =1

ou A et v sont 2 multiplicateurs de Lagrange. En dérivant il vient

oL N .
aT:EUUXJ'—A—')’#,‘=O I=1,...,N-
t =1

Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle
2-X=A149-u,

dont la solution est

X=)2-T 1 144.22. 4 (5.1)

En prémultipliant cette relation par le vecteur 1/ = (11...1), il vient
' X=Xx1.-Z 1. 1441-Z 1.4
Or1'-X = YN, X, =1 compte tenu des contraintes; donc

1=A1-Z . 1)+ -1 ). (5.2)
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D’autre part, en prémultipliant par le vecteur g’ = (p1p2... pn), il vient
g X=2y BV 1494 -7

Or - X =N, 4, X; = e compte tenu des contraintes; donc

e=Ap-Z71 1)+ -7 p). (5.3)
Les relations (5.3) et (5.2) permettent d’obtenir explicitement A et 7:
c—b-e
A= d
_ a-e—b
7T T4
ol:
¢ = 121150
b = 1. 1.4 (5.4)
c = W B .u>0

d = ac—-b>0
(compte tenu du caractére défini positif de la matrice X, donc de son inverse
=-1).
En replagant dans (5.1) les valeurs ainsi obtenues de A et 7, on obtient le
portefeuille frontiére recherché, pour une valeur de e

c—b-e

X = -2-1-1+%2-1-,‘. (5.5)

En vue de mieux cerner les portefeuilles efficients, cherchons 4 présent une
relation entre leur variance et leur moyenne:

! = var(RX))=X'-2-X

= x'.z.(c_b'c.g-l.l.*.u.z—l.“)

d d

c—b-ex,'1+a-e—b

X op

Or
X-1=1letX'-p=e
Finalement, on a pour un portefeuille frontiére
9 c—b-e+a-e—b .
g = .
d d

.e2 =9,
ouog? = ¢ 3b c+c. (5.6)
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Compte tenu du signe des coefficients a et d, la relation (5.6) définit une

hyperbole dans le plan des variables (g, ¢).
La branche H du demi-plan (¢ > 0, ¢) est le lieu des portefeuilles frontieres:

A
e=E(Rw))

[
r

o=var(Rx) "

L’ensemble des portefeuilles se trouve a la droite de cette branche. La par-
tie supérieure de cette branche, correspondant aux portefeuilles efficients, est
appelé frontiére efficiente:

z, = portefeuille quelconque,

z, = portefeuille efficient,

z3 = portefeuille frontiére non efficient,

Z,, = portefeuille efficient de variance minimale.
Parmi I’ensemble des portefeuilles frontiéres, nous pouvons isoler les porte-

feuilles suivants:
X% = portefeuille frontiére de rendement moyen e = 0

= %(cz-l 1-b51. p)

X! = portefeuille frontiére de rendement moyen e = 1
1
= -9 1-(B-a)B )

X™ = portefeuille frontiére de variance minimale.
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Celui-ci peut étre obtenu en annulant la dérivée de 0? par rapport a e dans
(5.6):

do® 2a-e—2b

de 4
Le portefeuille de variance minimale a donc un rendement moyen e = %, noté
m. En substituant dans (5.5}, il vient

xm - c-b‘b/a-E_l‘l
d
ac— b 1
= s 1
1.

La variance correspondante est donnée par (voir (5.6))
1
ver(R(X™)) = =

D’autre part, la relation (5.5) nous montre que tout portefeuille frontiere peut
étre obtenu comme combinaison linéaire convexe des portefeuilles X? et X!;
en effet, en notant X®, le portefeuille frontiére de rendement moyen e, on a

Xt=(1-¢)X%+e-X1. (5.8)

En particulier X™ = Xb/a,
Cette relation nous montre également que I'ensemble des portefeuilles fronti-
éres est convexe; il en est de méme de 'ensemble des portefeuilles efficients.

Les portefeuilles efficients sont les portefeuilles frontiéres avec e > m = —.

a
Intéressons-nous enfin aux propriétés de covariance de ces portefeuilles frontiéres.
Réécrivons pour ce la relation (5.8) sous la forme

X® = (1-¢X%+ex?
= X% +ex!-X9).
Notons Z le vecteur
1
Z=X1—X°=E(a2'1~y-b-2‘1-1).

1l s’agit d’un portefeuille d’investissement initial nul.
Calculons var(R(Z)), var(R(X?)) et cov(R(X®), R(Z)), en vue de calculer

les covariances de deux portefeuilles frontieres:
1 _ - ' _ _
var(R(Z)) = d-z(aE Lpu-b511) 2 (a1 p-b51.1)
= %(azp'z_lzﬂ'ly -abp'T 1Tz 11
-abl’-E71ET . g+ 1'E 1281 1)
= %(azc+ b%a — 2ab*) = %(azc ~ab?) = %(ac -b%) =

aul .
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cov(R(X®), R(Z))

%(cz-l 1= y) B (a7l u - b 1)

= %(MI'E_IEE'I;A —eb’E"1ZE 1.1
—abp'BIEE Iy 4+ B /'TIER 1)
= %(ca.b — cba — abc + %)
b

d

var(R(X%)) = % compte tenu de (5.6).

Considérons alors 2 portefeuilles frontieres X®1 et X®2; on peut calculer
leur covariance

cou(R(X®1,R(X°2)) = (X" 4+ &, - Z) - - (X° + &,Z)
XO5X% 4 e;- XUEZ 4+ ,Z'ZX? + ,6,Z'E2Z
varR(X?) + (e1 + e2)cov(R(X®), R(Z)) + e;ezvarR(Z)

b
cov(R(X®1, R(X®2)) = % —(er+e) 5 +eres

De la relation (5.9), nous tirons les propriétés suivantes:

(5.9)

.l e

. my_C _ (o400, b @

a) cov(R(X®1), R(X ))_d (31+a)d+61; d
c B 1 my |
—E—E—E—‘Uﬂ"'(R(X )),

b} & tout portefeuille frontiere X¢, on peut associer un portefeuille frontiere
conjugué X?(®) qui ne lui est pas corrélé, pour e # m; 8(e) est solution de

c b a
S~ (e+0(e))3 +e0(e)5 =0

b-e—c
a-e—b’
Calculons également la covariance d’un portefeuille frontiére X® avec un porte-
feuille quelconque X:

8(e) = (5.10)

—b- ‘e — ’
cov(R(X®), R(X)) = (C y ‘w1142 ‘; bE_l'p) .2-X
—b -5
= £ - “r.3 1. eX + L pm1wx
s e —
- ezl aemb rp), (5.11)

d d
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puisque
N
'"'X=) X;=1
=1
et
N
pX=Y Xp =€eRX).
i=1
L’expression (5.11) peut étre réécrite sous la forme
b-e—c d

cov(R(X), R(X?)),

ER(X) =

a-e—b a-e-b

ou encore compte tenu de (5.10) et (5.6),

ER(X) = a(e)+°°”(ﬂ§(’£e()x e))'(ae _3be+c'aed_ 1,)
= 0(0)+ A, x) 2=t = e =9
= 0(e) + A(X,X*) - (e - 0(e))
= (1- A(X,X))(e) + B, X®) e, (5.12)
- A%, x°) = URX), RX*))

var R(X¢)
sera appelé risque systématique du portefeuille X relativement au portefeuille
frontiere X®.

CONCLUSION

Cette approche moyenne-variance nous a ainsi permis de metire en évidence
une famille de portefeuilles dils efficients de variance minimale pour un niveau
de rendement moyen fizé.

L’investisseur rationnel au sens moyenne variance choisira donc parmi cette
famille de portefeuilles efficients; le choix d’un portefeuille bien défini sera alors
lié au degré d’aversion au risque qu’éprouve l'investisseur. Il peut étre formalisé
par le programme suivant.

Probléme 2

max(ER(X) - p- %varR(X))
N

N 1 N
= max EX;.U.‘ -p- EZ ZXiXJ”-‘.i) ’

=1 =1 y=1
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sous la contrainte N
Y Xi=1
=1

oll p > 0 est un parameétre de mesure d’aversion au risque de l'investisseur; la
fonction objectif traduit donc une pénalisation du rendement moyen par une
fraction de la variance.

Remarquons d’abord que la solution du probléme 2 est nécessairement un
portefeuille efficient, compte tenu de la définition 1.

Le probléme 2 revient donc a particulariser un portefeuille efficient, fonction
du degré d’aversion au risque de I'investisseur, modélisé dans le cadre moyenne-
variance, par le parametre p > 0.

Nous pouvons résoudre directement ce probléeme 2, en utilisant & nouveau
une fonction lagrangienne:

N p N . N
L=3 Xpi—52 3 X Xyois+A-(1-3_X))

=1 1=1 =1 =1

ou A est un multiplicateur de Lagrange.
En dérivant, il vient

oL N .
a—X;=F-—PZU-':Xj—'\=0-

1=1
Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle:
P X=X1+p

ou

dont la solution est

X=52-1-1+1-2-1-,‘
p p

qui n’est pas sans rappeler la relation (5.1).
En prémultipliant cette relation par le vecteur 1 = (11...1), il vient

1=1-X=

o | >

1'-2_1-1+11'-2_1-,u.
p
On en tire explicitement A, compte tenu de (5.4):

i=2=t

aQ
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En substituant, il vient
—b 1
X=2"2.m1.142.5 .4 (5.13)
ap P
On peut alors établir un lien entre le coefficient d’aversion au risque p, et le

rendement moyen du portefeuille, en identifiant les relations (5.13) et (5.5).
En particulier,

l_a-e—b
p  d
ile. d

qui donne le lien entre le degré d’aversion au risque et le rendement moyen
attendu.

Remarquons que la condition p > 0, qui traduit précisément ’aversion pour
le risque, conduit au niveau du rendement moyen i la condition

e>—=m,
a
c'est-a-dire la condition caractérisant, parmi les portefeuilles frontieres, les
portefeuilles eflicients.

REMARQUES

1) Concept de diversification

L’approche moyenne-variance développée ci-dessus conduit naturellement
au concept de diversification. La diversification peut étre définie comme 'atté-
nuation du risque financier pour la combinaison au sein d’un portefeuille, de
plusieurs actifs. L’utilisation du seul critére de 'espérance mathématique con-
duit naturellement & concentrer I'investissement sur I’actif de rendement moyen
maximum.

L’introduction du risque, et sa paramétrisation par 'intermédiaire du para-
metre p, conduit au contraire 4 diversifier le portefeuille.

Afin d’illustrer cette liaison entre diversification et risque, considérons a
titre d’exemple le cas de N titres supposés indépendants et de moyenne et
variance égale:

o=p i=1,...,N
a;=0%6, ,7=1,...,N.

On construit les deux portefeuilles suivants.

Stratégie 1: concentration sur le titre n°1

X =1 X2, X3y .., Xn =0
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On a dans ce cas:

ER(X) = &
var R(X)

varR(w) = o?
Stratégie 2: partage €gal entre les N titres

X;= t=1,...,N

1
N

On a dans ce cas:

ER(X) = E (Zj}%&(w)) = %-N-#=ﬂ
N o2
varR(X) = var (Zl %R,(w)) = 1—\1[3 -No? = A

Du seul point de vue de I’espérance mathématique du rendement, les straté-
gies 1 et 2 sont équivalentes. La prise en compte du risque conduit en revanche
a retenir sans conteste la stratégie 2 compte tenu de sa plus faible variance.

Montrons de plus, que la stratégie 2 est solution du probléme 2 (porte-
feuille optimal au sens moyenne-variance). En effet, dans ce cas, la fonction
lagrangienne devient

Mz

I
-

N
L= X,-y—g-ZX'?az+:\(l—zX,-).
i=1

t 1=1

En dérivant, il vient

aL
0X;

=p—pst-Xi-2=0,
ce qui conduit & une valeur commune des X;

Xi=(u=Npe* = 1
Remarquons qu’il s’agit ici d’un cas limite par rapport aux hypotheses utilisées
précédemment ol nous avions en particulier supposé que tous les rendements
moyens n'étaient pas égaux. L’hypothése des rendements égaux rend le proble-
me dégénéré; en particulier le coefficient d (voir (5.4)) est dans ce cas nul, et la
relation (5.5) ne peut étre envisagée. L'ensemble des portefeuilles fronticres est
réduit & un point: la stratégie 2. L’ensemble des portefeuilles est réduit a une
droite dans le plan (o, e), puisque tous les portefeuilles ont le méme rendement
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moyen u. Le point A représente le seul portefeuille efficient correspondant &
la stratégie 2.

e/\

l_[--

_-_-—_T :D

Y

2) Ventes a découvert

Dans les problémes 1 et 2, nous n’avons pas exigé que les parts investies
X; soient positives.

Les solutions obtenues peuvent donc conduire & des coeflicients X, < 0
pour certains titres. Il s’agit alors d'une position dite de vente & découvert
(réception du prix que vaut le titre en début de période contre obligation de
payer en fin de période le prix que le titre vaudra & ce moment).

Si on désire se restreindre & des portefeuilles sans position de vente a
découvert, il faut modifier en conséquence les contraintes.

Le probléme 2 devient alors par exemple:

Probleme 2 bis
N p N N
max (E Xipi — 7 E Z X,X,a,-,-)
=1 1=1 =1

sous les contraintes:
- ?ile =1
-X;20 j3=1,...,N.

5.3 Le modeéle de Sharpe (1963)

Le modéle de Markowitz, développé au paragraphe 5.2, 8’il ne pose guére
de probléme conceptuel de résolution, peut se révéler difficile a utiliser en
pratique, en présence d’un grand nombre de titres. En effet, il est nécessaire:
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- d’une part, dans la procédure de paramétrisation de fixer les N valeurs
des rendements moyens, mais surtout les N—z,jﬂ constituants de la matrice
variance-covariance (ceci conduit, pour 1000 titres, a devoir fixer 501.500
parameétres!);

- d’autre part, dans la procédure de calcul, d’inverser la matrice variance-
covariance.

Une approche simplificatrice, mais également au contenu explicatif impor-
tant, a été introduite par Sharpe (1963). Plutdt que de considérer une forme
quelconque de matrice variance-covariance des rendements, Sharpe propose
une structure ot les rendements des diflérents titres sont exclusivement liés
entre eux par leur commune relation avec un indice de base sous-jacent.

Plus exactement, on introduit le modele unifactoriel suivant pour les ren-
dements R(w) = (B, (w),. .., Ry(w)) des titrest =1,2,...,N:

R,(w) =a, + B - I(w) + €(w), (5.15)

(a) a;, B, sont des constantes

(b) I{w) = an41 + engr(w) avec

(c)an+1 €R

(d) en+1 est une variable aléatoire telle que

EEN+1 =0
2
vaT6N+l = G'N+1
(€) {€1,€2,...,en} est une suite de variables aléatoires indépendantes, et

indépendantes de en41, telles que

Ee, = 0

vare, = a°.

Le rendement d’un portefeuille donné X est alors

N N
RX) = Y XRi=Y X[a,+81+¢]

=1 i=1

= f:X.(a. +6)+ (fjx.ﬂ,) i

=1 =1

En posant Xy41 = 2N, X.4,, il vient

N
R(X) = Z;Xa(a-‘ + &)+ Xnsr - [ong + evai]
N41
= ; X; - (a, + 6,‘). (516)
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L’indice I est donc introduit comme une (N + 1) iéme valeur.

Les variables ¢;, €, .. ., €x41 étant supposées indépendantes, ’écriture (5.16)
permet de diagonaliser la matrice variance-covariance:

var R(X) = var (Ag:l X(oi + e.))

1=1

N+1
= 3 X%,

1=1

D’autre part, le nombre de paramétres dans ce modele, n’est que de 2N + 3
(en lieu de place de —NZﬂ dans le modéle général de Markowitz).

5.4 Modele avec titre non risqué

Supposons & présent que l'investissement puisse se faire non seulement
parmi les 4V titres risqués (par exemple des actions) mais également dans un
titre non risqué (songeons a une obligation d’Etat) dont le rendement est fixé.

Nous allons obtenir dans ce contexte un résultat dit de séparation en deux

fonds.

Le titre non risqué est caractérisé par

ERy(w) =
var Ro(w) = 0.
Un portefeuille sera un vecteur m = (mq, my, my,...,my) € RN1

- mg est la proportion investie dans I'actif sans risque;
-m; (£ =1,...,N) est la proportion investie dans 'actif risqué i avec la

contrainte
N
z m; =1.

=0

Le rendement d’un tel portefeuille peut se noter

N
E miRy(w)+mg -7

1=1

(1 - a)r + a- A(X), (5.17)

R(m)

[

ol
(Q)a=YN mi=1-me
(b) R(X) = fil m; R, (w)/ Zil m; = Z.N=1 Xi - R(w), avec
Xi=—g2—  (i=1,...,N).

=1 mJ

Remarquons que le vecteur X = (Xy,..., Xy) forme bien un portefeuille sans
titre non risqué, au sens du paragraphe 5.2,
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En particulier,

N
X;=1.

i=1

Le paramétre o représente la proportion investie dans le portefeuille de valeurs
risquées.

Calculons a présent la moyenne et la variance de ’expression (5.17):

ER(m) = (1-a)r+a-ER(X)
o’(R(m)) = a-*(R(X)).

En combinant ces deux relations il vient

ER(m) = (I_M) .r+m.ER(X)

o - R(X) o(R(X))
_ ., o(Bm) .,
= oy €O -7) (5.18)

Cette formule illustre le principe de séparation en deux fonds: la relation
(5.18), pour un portefeuille fixé X, définit une droite D dans I’espace

(0,¢) = (o( B(m), E(R(m})),

passant par les points

A = (0,r) (titre sans risque)
B = (o(R(X)),ER(X)) (portefeuille sans titre sans risque).
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e=ER(m) D

L.

\ o =(varR(m))'"”

Le probléme de recherche de portefeuilles frontitres peut alors se formuler de
la facon suivante, en notant m = (my,m,,...,my) la restriction du vecteur
1n aux N derniéres composantes (la premiére composante mg, qui représente
la quantité investie au taux sans risque, sera obtenue, une fois fixé le vecteur
m, de fagon & ce que la contrainte de budget 3", m; = 1 soit satisfaite).

Probléme 3
18 & 1
min = Z Z m,m;jo;; = min —M'Lm
2 =1 j=1 2
sous la contrainte
N N
D mipi+ (1 +Zm.) T=e,
i=1 i=1
ou
N
Yomi(pi—r)=e—r. (5.19)
=1
La résolution de ce probléme peut & nouveau se faire par 'introduction d’un
lagrangien:

1 N N
L= 3 Em.m,-a',-j+)« (e—r—z:m,-(,u,-—r)).

=1 j=1 i=1
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En dérivant, il vient

oL & .
%=Zoumj—)«(,u,-—r)=0 1=1,...,N,

] =1
ou, sous forme matricielle
Em=Ap-r-1),

dont la solution est

m=A-1. (u—r-1). (5.20)

En prémultipliant cette relation & gauche par le vecteur (p —r - 1), et compte
tenu de la contrainte (5.19), il vient

(—r-1) m=e—r=A-(p—r1)-Z7 1. (p-r1)
ce qui permet d’isoler A, et d’écrire en tenant compte de (5.4),

c—r e—r

A= = .
(p—r1yXZ-1-(g—r1) c—2rb+ria

L’ensemble des portefeuilles frontieres est donc

€E—rT

_ .31, —-r- . 5.21
c—2rb+ra (p—r-1) ( )

m=

Cherchons & nouveau, comme dans le probléme sans titre non risqué, une
relation entre moyenne et variance des portefeuilles frontieres:

o’ = var(R(m))=m'-X-m

m -2 A2 (g—r-1))
= A-m-(g—r-1)=Xx(e~r)

2 (e—r)?

= — 22
7 (¢ — 2rb+ r2a) (5:22)

I

Cette relation (& comparer a la relation (5.6) dans le cas sans titre non risqué),
définit dans le demi-plan (o > 0, €), deux demi-droites d’origine A(0,r), et de
pentes +(c — 2rb + r’a)'/2,
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La demi-droite de pente positive D, est le lieu des portefeuilles efficients.

Y
-

D,

Y

D\ 7

2

Parmi I’ensemble des portefeuilles efficients, nous pouvons isoler les porte-
feuilles suivants:
(i) portefeuille sans risque: mg = 1, m; =0 (i = 1,..., V) (investissement
dans l'actif sans risque) (point A dans 'espace (o, ¢));
(i) portefeuille constitué uniquement d’actifs risqués:

mo =0

(point C dans 'espace (o, €)).
Pour obtenir ce portefeuille, il suffit de noter que dans ce cas, ¥, m, = 1,
et donc en prémultipliant (5.20) par le vecteur 1, il vient

1 = 212 (u—rl)
oul AT p—r1'zl1)
1 = AMb—r-a)

donc I
A= b—ra’
En substituant, dans {5.21), il vient
— 1 E—l ( 1
T b—ra #-rl)
1 -1, r

 >at S R (5.23)

=1
|

b—ra o b—ra
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Ce portefeuille, qui est également un portefeuille dans le cadre du modele sans
titre non risqué, est de plus, dans ce cadre, également un portefeuille efficient;
il suffit pour ce de comparer (5.23) et (5.5), en calculant le rendement moyen
e de ce portefeuille:

1 r
—_ I,y — L1, T -1
e = #-m b-ra HE p b—m'u'E 1
1 c—r-b
= ‘b= . 24
b—ra b—r-a (5:24)
En substituant cette valeur de e dans (5.5),0n a
c—b-F2 e FR-bo
X = _d__.z .1+TE !
_ cb—cra—bc+'rb22_1.1+ac—arb—b’+rab Y
d(b—ra) d(b - ra)
r(b?—ac) 4 ac — b?
= —~_ _"e-1, —— " y-1.
db=ve) - Tqp=ra> H
- T 2'1.14,.;2—1.”
—ra b—ra

= mm  défini par (5.23).

Montrons de plus que la droite D, des portefeuilles efficients avec titre sans
risque est tangente a la branche d’hyperbole H des portefeuilles efficients sans
titre sans risque au point C correspondant a ce portefeuille.

Dérivons pour ce I’expression (5.6):

d_a _ l ae? —2be + ¢ V2 f9ge — 2B
de =~ 2 d d

a-e—b
(d- (ae? = 2be + ¢))1/?’

Au point correspondant au portefeuille (5.23), et compte tenu de la valeur de
e en ce point donné par (5.24), il vient

do a-f:::—b
de — (d-(a-(E2)2—2b- =2 ¢ c))ir?

ac—arb-50 +arb
(d(a(c — rb)? = 2b(c — rb)(b — ra) + (b — ra)?))\/?
d
(d(ac — b%)(e ~ 2rb + r2a))!/?
= (c—2rb+ra)™/?
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qui est bien I'inverse de la pente de la droite D,.

D,

Y

H: lieu des portefeuilles frontieres sans titre non risqué;
D;: lieu des portefeuilles efficients avec titre non risque.

Obtenons enfin les propriétés de covariance, et ’équivalent de la relation
(5.12). Pour ce, considérons d’une part un portefeuille quelconque m, d’autre
part un portefeuille frontiere m®, de rendement moyen e:

cov(R(m®), R(m)) = m'Em*
= mTA-Z 1. (u-r-1)

= )«-ﬁl'-(p—f-l):%-ﬁl'(ﬂ—rl) .
En notant Hem, ) — cov(i(:r;z’()l;lff)(m)) (5.25)
o A(m, m®) - (ER(m®) —r) = m'(p — r1) =ER(m) —r
o ER(m) = r + f(m, m®) - (ER(m") — ). (5.26)

Cette derniére relation lie le taux de rendement moyen d’un i)ortefeuille quel-
conque:
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- au taux sans risque,
- & la prime de risque (ER(m¢) — r) d’un portefeuille frontiere donné,
- 4 la corrélation existant entre le portefeuille et le portefeuille frontiére.

5.5 Capital Asset Pricing Model

Sur la base des résultats et analyses de la théorie du portefeuille développée
dans les paragraphes précédents, I'objectif est & présent de développer une
théorie d’équilibre des marchés financiers. Nous nous intéresserons ici, non plus
au choix de portefeuille d’un investisseur individuel, mais au comportement
d’ensemble d’un marché, lorsque tous les investisseurs opérent conformément
a la théorie du portefeuille. Ceci signifie en particulier que:

- le marché est supposé parfait,

- les investisseurs sont averses au risque et agissent rationnellement.
Nous supposerons de plus que tous les investisseurs présents sur le marché, sont
d’accord sur les paramétres de distribution des actifs. Nous nous placerons
dans le cas de l'existence d’un actif non risqué, sauf mention contraire.

Le marché est supposé constitué de N titres risqués, et de J investisseurs.
La richesse initiale du j-ieme investisseur est notée

WOJ>0.

La valeur totale initiale du marché est donc

J
W0=ZWQJ .

=1

Chaque investisseur choisit un portefeuille efficient au sens du paragraphe 5.4,
noté

m, = (m(l]ymlp cee vaJ)
mg; = proportion investie par I'investisseur j dans le titre sans risque,
m,, = proportion investie par I'investisseur § dans le titre risqué i (: = 1,..., N).

Nous définissons la caepifalisation boursiére du titre ¢ par la quantité

J
K, = Em,-j . Wo_,' >0,
=1
et la capitalisation boursiére totale par

N N J
I(=ZK,‘=ZZm;J'WoJ'.
=1

1=1y=1
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On introduit alors le portefeuille de marché agrégeant 1’ensemble des porte-
feuilles risqués individuels des investisseurs:

M = (M]_,M2,-..,MN) ol M, = —.

La composante M} de ce vecteur représente donc la proportion que le marché
dans son ensemble a investie dans la valeur k. On suppose de plus qu’il y a
équilibre entre les investissements et les emprunts au taux sans risque:

J
Z WoJmOJ =0.

1=1

11 vient alors

J Wo'
M. = Z —u/—(:m;,.

=1

Le portefeuille de marché est donc une combinaison linéaire convexe des porte-
feuilles individuels, supposés efficients, les investisseurs agissant rationnelle-
ment, et est ainsi lui-méme un portefeuille efficient.

Nous pouvons alors particulariser la relation (5.26) en utilisant:

- comme portefeuille frontiere, le portefeuille de marché M,

- comme portefeuille quelconque, le portefeuille constitué de la seule valeur
risquée 1.

1l vient donc

ER; =7+ 8, - (ER(M) —r), (5.27)

cov(R,, R(M))
—oar PN

La relation (5.27), appelée Capital Asset Pricing Model (CAPM) (Sharpe
(1964), Lintner (1965)), nous indique que la prime de risque du titre i, donnée
par le surcroit de son rendement moyen par rapport au taux sans risque, dépend

linéairement de son coefficient béta, suivant une pente égale a la prime de risque
de la totalité du marché.

La droite représentative de cette relation, dans le plan (8;,ER;) est appelée

ou le coefficient 8; = est appelé le coefficient béta de 'actif &.
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security market line.

.

ER1

ER() $--------=5
A

B

Le point A sur la droite est représentatif du titre sans risque. Le point B est
représentatif de la totalité du marché.

Le coefficient béta reflete donc la mesure dans laquelle une variation du
marché se répercute sur le titre.

Un titre pour lequel le coefficient § < 1 (respectivement 8 > 1) sera dit
défensif (respectivement agressif).

H ’.__——--

REMARQUES

a) Il est intéressant de noter la parenté entre le CAPM donné par la relation
(5.27), et le modele de Sharpe (5.15), en identifiant 'indice économique I qui
y figure au rendement du portefeuille de marché.

La forme explicative (5.15) devient alors

Ri(w) = a, + i - R(M) + &,(w)
En y posant a; = r — B,ER(M), on a:
R(w) =r+ B (R(M) —r) + (), (5.28)
qui conduit directement au CAPM (5.27).

b) En P’absence de titre sans risque, il convient de généraliser, non plus P'expres-
sion (5.25) mais ’expression (5.12), issue de la théorie du portefeuille sans titre
non risqué.

En notant M* le portefeuille frontiere conjugué du portefeuille marché M,
qui lui y est non corrélé, on obtient

ER, = ER(M") + B, - (ER(M) — ER(M"))
(zero-beta capital asset pricing model, Black (1972), Lintner (1969)).
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5.6 Extensions diverses

Nous présentons succinctement et citons ici un certain nombre de généralisa-
tions de la théorie du portefeuille et du Capital Asset Pricing Model.

5.6.1 Approche par la théorie des fonctions d’utilité

La modélisation des préférences en univers incertain, utilisée par Markowitz
et développée dans les paragraphes ci-dessus, est basée sur une approche
moyenne-variance, visant & maximiser ’espérance mathématique (“le rende-
ment moyen”), tout en minimisant la variance (“le risque”). Ce probleme de
choix en univers aléatoire trouve toute sa richesse dans la théorie de I'utilité, qui
permet de généraliser ’approche moyenne-variance. Cette derniére se révelera
étre un cas particulier, correspondant & une fonction d’utilité quadratique.

La notion d’utilité, introduite déja par Bernouilli, a été développée par Von
Neuman et Morgenstein; dans le cadre de cette théorie, un individu devant
opérer un choix entre plusieurs projets risqués, pourra utiliser pour ce, sa pro-
pre fonction d'utilité. Celle-ci pourra étre construite sous les axiomes suivants:

Aziome I (comparabilité)

Entre deux projets A et B, I'individu peut toujours dire s’il préféere A 4 B
(A > B), Ba A(B > A) ou s'll est indifférent (A ~ B); A sera strictement
préféré 3 B (A > B) si A> B sans que B > A.

Aziome 2 (transitivite)
“SiA>BetB>Calors A>C

Aziome 3 (réflerivité)
Pour tout projet A, A ~ A

Aziome {
Pour tout projet A et B tels que A > Bet a,b€ [0,1]

a-A+(1—a)-B>bA+(1—-b)-Bssia>bh

Aziome 5

Pour tout projet A, B,C tels que A > B > C, il existe un unique a € [0,1]
telquea-A+(1—ea)-C ~ B.

Sous ces hypothéses, il est possible de construire une fonction d’utilité U* a
valeurs réelles représentant la relation de préférence, c’est-a-dire telle que:
U'(A)>U"B)ssiA>B.

En univers incertain, nous considérons que tout projet peut étre représenté par
les valeurs d’une variable aléatoire (qui peut représenter par exemple la valeur
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future d’un portefeuille). On peut alors montrer, sous certaines conditions de
continuité, que I'utilité du projet risqué A, modélisé par la variable aléatoire
X(w) (w € §2), peut s’écrire

U*(A) = EU(X),

ou U est une fonction d’utilité de R vers R. Nous supposerons de plus cette
fonction U, deux fois dérivable, croissante (comportement rationnel) et con-

cave (aversion pour le risque).

DEFINITION 1.9

Une fonction d’utilité est une fonction U : R — R, deux fois dérivable, telle
que
U'>0etU"<0

Ezemples
1) Utilité linéaire
UX)=X
Dans ce cas, I’utilité d’un projet risqué revient & mesurer 'espérance mathéma-
tique de son résultat sans aucune autre considération:

U(A)=EX .
2) Utilité quadratique
b, d
U(X)=dX—§X (b>0,X<E).

L’utilité d'un projet risqué fait intervenir les deux premiers moments de la

distribution:

U"(A):d-EX—g-EXz.

3) Utilité exponentielle

e—aX

U(X)=- (@>0).

L’utilité d’un projet risqué fait intervenir I’ensemble des moments de la distri-
bution: ]
U*(A) = ——Ee™*¥ .
a
Etant donnée une fonction d’utilité obéissant a la définition 1.9, on peut
lui associer son aversion a risque.
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DEFINITION 1.10
- L’aversion absolue au risque d’une fonction d’utilité est définie par la
fonction
U”(X)
U(X)

- On dit qu’un individu #, ayant une fonction d’utilité U; a une plus grande
aversion risque qu’un individu j ayant une fonction d’utilité U; si

A(X) =

A(X) > A(X) VX
N Ur(x uyxy
(ol Ai(X) U((X)) tA(X) U(X))
Ezemples
1) Utilité linéaire
U X)=X A(X) =
(un investisseur utilisant une utilité linéaire - c’est-a-dire un critére d’espérance

mathématique - a un degré zéro d’aversion au risque).
2) Utilité quadratique

U(X)=dX — gx’ A(X) = (% - X) .

L’aversion au risque est croissante (ce qui peut sembler critiquable).
3) Utilité exponentielle

U(X) = —%e"“x AX) = a.

L’aversion au risque est constante.

Application au probléme du portefeuille

Dans le cadre du modele de choix d’un portefeuille X développé au para-
graphe 5.2, on suppose que linvestisseur, plutét que d’utiliser une approche
moyenne-variance, conduisant au probleme 2, dispose d’une fonction d’utilité

U.

Le probleme de choix optimal d’un portefeuille devient alors:

Probléeme 4
max(EU(R(X)))
sous la contrainte ™, X; = 1.

On remarquera que I’emploi d’une fonction d'utilité quadratique dans le

probléme 4, revient a résoudre le probléme 2 vu précédemment dans I’approche
moyenne-variance.
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Comme dans ’approche classique, le probléme 4 peut étre résolu soit en
Pabsence de titre non risqué (voir paragraphe 5.2), soit en présence d’un titre
non risqué (voir paragraphe 5.4), et déboucher sur un modele de marché,
généralisant le Capital Asset Pricing Model vu au paragraphe 5.5.

Nous renvoyons pour les détails & Merton (1982). Résumons simplement
ici les résultats obtenus en matiere de CAPM avec titre non risqué.

1) Le risque systématique d’un portefeuille quelconque m relativement au porte-
feuille frontiére m,, noté B(m, m®) et généralisant I’expression (5.25) est défini
_ cov(U'(R(m")), R(m))
~ cov(U’(R(m®)), R(m*))
2) Le rendement moyen d’un portefeuille quelconque m satisfait a la relation
suivante ou m, est un portefeuille frontiere:

ER(m) = r + f(m,m*) - (ER(m®) — r) (5.30)

B(m, m°) (5.29)

La prime de risque du portefeuille est directement proportionnelle a son risque
systématique. Cette relation généralise directement 1’expression (5.26).
3) En matiére de modéle de marché, il y a lieu comme dans ’approche moyenne-
variance de considérer un portefeuille marché. Il convient néanmoins dans ce
cadre général d’imposer des conditions sur les fonctions d’utilité des différents
investisseurs sur le marché, en vue d’assurer que ce portefeuille marché, combi-
naison linéaire convexe de portefeuilles eflicients, soit lui-méme efficient (pro-
priété de convexité de ’ensemble des portefeuilles efficients obtenue dans I’ap-
proche moyenne-variance mais non garantie en toute généralité).

Cass et Stiglitz (1970) ont montré qu'il en est ainsi si tous les investisseurs
(7=1,2,...,J) ont des fonctions d’utilité U, telles que:

soit U)(X) = (a,X +b,)“aveca;-c>0

soit Uj(X) = ™% a, > 0.
S’il en est ainsi, on obtient la généralisation suivante du CAPM (voir (5.27)):
ER, =r+ B(ER(M) —r) (5.31)

ol

(a) R; est le rendement de I’actif 1,

(b) r est le taux de 'actif sans risque,

(c) M est le portefeuille de marché,

(d) B;, appelé coefficient béta de l’actif i, est donné par:

5, = _co(Uis(R(M)), )
' cov(U(R(M)), R(M))

ot Uy est la fonction d’utilité associée au portefeuille de marché, résultant des
fonctions d’utilité des différents investisseurs.
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5.6.2 Modeles dynamiques de portefeuille

Les modéles présentés tout au long de la section 5 sont statiques, au sens
qu’ils s’intéressent au probleme du choix de portefeuille sur une période de
temps. D’autres modeles ont été développés, en vue de donner au probleme
une composante évolutive dans le temps.

Plutot alors que de se contenter de devoir donner pour chaque actif du
marché, une distribution des rendements sur une période, il s’agit de décrire
I’évolution dans le temps de la valeur de ces actifs; on pourra donc dans ce
cadre utilement s’appuyer sur les modéles stochastiques d’évolution décrits a
la section 4.

A titre d’exemple de cette démarche, citons le modele dit “Intertemporal
CAPM?” présenté par Merton (1973); celui-ci suppose que les actifs du marché
(i =1,...,N), plutot que d’étre observés sur une période de temps, évoluent
continliment dans le temps suivant un modéle brownien géométrique.

Plus précisément, en notant {S,(¢,w);t € [0,Tw € ,i = 1,...,N} le
processus vectoriel des cours des titres risqués, on suppose que celui-ci est
solution du systéme

dS.(t) =6 - S,(t)dt 40 S.'(t)dw,"(t) (i =1,..., N)

.

ol
(i) &, et o, sont des constantes,
(ii)w = (wi,ws...,wy) est un mouvement brownien standard N-
dimensionnel corrélé. Merton développe dans ce cadre, une généralisation

du Capital Asset Pricing Model.
Un autre modeéle dans ce cadre, visant a la sélection optimale d’un porte-

feuille, et basé simultanément sur I'utilisation de semi-martingales (voir para-
graphe 4.7) et des fonctions d’utilité, (voir paragraphe 5.6.1) a été développé
par Aase (1984).

Ce dernier suppose que les cours des actifs satisfont a
dSi(t) = Si(t7)dIL(t) (i=1,...,N)

ol les flux de rendement I; ont la forme (voir (4.23)):

t t
1(t,w) = / 8.(s,w)ds + / (s, w)dwi(s,w) + T m,(w).
0 0 .
s, <t

La fortune de I'investisseur, notée par le processus {W(t,w),t € [0,T],w € Q}
est supposée investie parmi les N actifs.

On notera {p,(t,w),t € [0,T),w € Q} le processus représentant la part
investie dans lactif i (i = 1,..., N).

Ce processus est sournis & la condition

N

Spi(tw) =1 vt .

=1
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Si de plus les ventes & découvert sont interdites, il y a lieu d’ajouter les con-
traintes de positivité

p(tw) 20 i=1,....N VL

Compte tenu d’une fonction d’utilité donnée de Iinvestisseur, le probleme du
choix optimal revient a déterminer la stratégie optimale stochastique p* maxi-
misant

E[U(W(T))]-

La solution de ce probléme nécessite 'utilisation de techniques de programma-
tion dynamique et de contréle optimal stochastique.

Des solutions explicites peuvent notamment étre obtenues dans le cas d’une
fonction d'utilité logarithmique.






Chapitre 2
Les obligations

1 Introduction

Il peut sembler quelque peu paradoxal de traiter, dans un cadre aléatoire,
des obligations, a premiere vue le modele type de titres sans risque.

En effet, contrairement aux actions, les obligations classiques sont ca-
ractérisées par des éléments de certitude importants:

- la durée de vie fixée du titre,

- les revenus générés par le titre ainsi que sa valeur de remboursement au

terme de sa durée de vie.

En réalité, comme nous le montrerons, le risque financier n’est nullement
absent des obligations et y est intrinsequement associé a I’évolution de la
structure des taux d’intérét; la section 3 illustrera cette facette aléatoire a
partir de quelques exemples simples. Nous développerons ensuite les modeles
dynamiques stochastiques de structure des taux d’intérét, qui conditionnent
I'évaluation de la valeur des obligations.

Compte tenu de la présence de cette incertitude, des stratégies de protection
ont été développées; il s’agit des théories d’immunisation qui seront présentées
a la section 6.

Enfin, tenant compte de cet environnement financier aléatoire et de son
influence sur les titres obligataires, de nouveaux types d’obligations sont ap-
parus; les obligations a taux variable seront ainsi introduites & la section 7.
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2 Définitions générales

Nous rappelons ici succinctement quelques notions de base liées aux obli-
gations.

2.1 Les obligations

Une obligation est un titre financier représentatif d’'un prét octroyé i un
tiers et donnant droit a la réception de différents flux financiers fixés a des
dates d’échéances futures fixées.

Ces flux sont de deux natures:

- d’une part, des versements d’intérét appelés généralement coupons, versés

4 intervalles réguliers;
- d’autre part, le remboursement du prét effectué le plus souvent en une

fois au terme de la durée de vie de I'obligation.
Schématiquement, nous noterons a ’émission du titre:

RS

C, G Cni Cn+Ry

ou P = prix initial de 'obligation (prix d’émission),

N = durée de vie (ou maturité),

C; = coupon au temps ¢,

Ry = valeur de remboursement au temps N.

Une obligation, 4 son émission, est donc caractérisée par son prix d’émission,
sa durée, ses coupons et sa valeur de remboursement.

2.2 Les obligations a coupons et zéro-coupon

Une obligation a coupons est une obligation dont au moins un des coupons
strictement antérieur au terme est non nul.

Une obligation zéro-coupon est une obligation dont tous les coupons sont
nuls; un tel titre ne génére donc qu'un seul flux financier: la valeur de rem-
boursement.
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2.3 Les obligations & taux fixe et 4 taux variable

Une obligation ¢ tauz fize est une obligation & coupon pour laquelle le
montant des coupons est fixé a ’émission. Les coupons sont généralement
égaux.

Une obligation & taux variable est une obligation a coupons pour laquelle
le montant des coupons varie en fonction de I’évolution d’un indice défini a
I’émission; les coupons y présentent donc un caractére aléatoire. Ces titres
seront étudiés 3 la section 7.

2.4 Les obligations classiques

Nous appellerons dans la suite obligation classique une obligation 4 coupon,
a taux fixe, pour laquelle tous les coupons sont égaux.

Le tauz d’intérét nominal est alors défini comme le rapport entre la valeur
d'un coupon et la valeur nominale du titre.

Le prix d’émission est généralement égal & la valeur nominale du titre,
mais il peut lui étre inférieur: on parle alors de prime d’émission. De méme,
la valeur de remboursement peut étre supérieure i la valeur nominale. On
parle de prime de remboursement.

ExXEMPLE 2.1

- prix d’émission : 98
- taux d’intérét nominal : 10%
- valeur nominale : 100
- valeur de remboursement : 102
- durée : 5 ans
Un tel titre, qui contient une prime d’émission de 2 et une prime de rem-
boursement de 2, est caractérisé par les flux suivants:

5

/ljolj;i

10 10+102=112

Le taur de rendement actuariel @ ’émission est le taux qui rend équivalent le
prix d’émission, et la valeur actuelle des coupons et de la valeur de rembourse-
ment.
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Dans le cas d’une obligation classique, celui-ci est donc défini par la relation

N C R
P T 21)

ou P = prix d’émission,

C = valeur du coupon,

R = valeur de remboursement,

N = durée,

r = taux de rendement actuariel.
Dans le cas limite d’une obligation zéro-coupon, la relation (2.1) prend la forme
simple
-_E
T+
Une obligation classique sans prime d’émission ni prime de remboursement
a un taux de rendement actuariel & 'émission égal a son taux nominal. La

présence d’une prime d’émission ou de remboursement accroit ce taux de ren-
dement.

P (2:2)

EXEMPLE 2.2

Le titre de ’exemple 2.1, de taux nominal égal & 10%, a un taux de rendement
actuariel r défini par:
10 10 10 10 112

BT T O+ T O T+ T @

3 Les obligations et le risque financier

3.1 Position du probléme

Les obligations 4 taux fixe telles que présentées a la section 2 semblent &tre
un instrument financier sans risque.

En effet, contrairement aux actions, les flux sont parfaitement déterminés
a lorigine et présentent un caractere certain.

Ceci nous a permis d’introduire la notion de tauz de rendement actuariel ¢
Uémission (rendement ez ante).

Il convient d’étre particulierement attentif 4 'interprétation & donner &
ce taux de rendement. S’il correspond a 1'émission de l’obligation, au taux
d’intérét qui égalise la valeur actuelle du flux d’investissement et des flux de
retour, il ne correspond presque jamais au tauz de rendement a I’échéance,
c’est-a-dire au rendement effectif de 'opération & son terme (rendement ez
post).

Il ne correspond pas non plus au tauz de rendement anticipé, c’est-a-dire
au rendement effectif de I'opération en cas de revente du titre avant le terme.
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En vue d’introduire ces deux notions de rendement a posteriori, notons
W(t) = fortune de D'investisseur au temps ¢t (0 < ¢t < N ) résultant de son
investissement initial dans 'obligation. On a donc: W(0) = P = prix initial
de l'obligation.

Au terme de 'obligation, la fortune, W(N) résulte:

- d’une part, de la valeur de remboursement Ry

- d’autre part, de 'accumulation des coupons encaissés.

Le tauz de rendement & l’échéance r, est alors défini par la relation

W(N) = W(0)- (1 +r.)". (3.1)

Il représente donc bien le taux de rentabilité moyen d’un investissement sur
N années faisant passer la fortune de W(0) 3 W(N); c’est le rendement réel
obtenu a posteriori par l'investissement.

Ce tauz de rendement & Uéchéance v, cotncide-t-il avec le tauz de rendement
actuariel @ ’émission r ¢

En vue d’analyser ce taux r., considérons le cas particulier d’une obligation
a taux fixe sans prime d’émission ni prime de remboursement. On a donc dans
ce cas

P = Ry = W(0),
et
r=—.

P

Quant a la fortune finale W(N), une premiere approche consisterait a la définir
par la somme de la valeur de remboursement et de la somme arithmétique des

coupons:
W(N)=P+N-C, (3.2)
et on aurait alors suivant (3.1):
P+N.-C
N _
(1 + re) - P k]
ou o

N _ N.=Z
(1+re) 1+ 7

ou
(I+r)V=14+N-r

et donc généralement r, < r.

Ezemple

Sir=10% et N =8 ans, alors r, = 7,62%.
Ce résultat n’est nullement surprenant; en effet, la relation (3.2) suppose que
les coupons successifs ne sont pas replacés, mais simplement encaissés. Ceci
occassionne bien sir une perte de rentabilité.
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Supposons A présent que les coupons successifs soient eux-mémes replacés
4 un taux de rendement égal au taux de rendement actuariel r jusqu’au terme.
Schématiquement on a:

[ ]
@)
C— =
v )|

C.(1+nN1
CY > C.(1+n)N-2

v | C.(+n

v C+P

1l vient dans ce cadre

W(N)

P+C+CA+m)+CA+r)+...+C1+r)N?
N _

b

et le taux de rendement a I’échéance devient

P+ =t

(1+r¢)N = P
N_1 1 N_
1+E.M__=1+rw=(l+,)fv,
P T r
et donc
Te=Tr.
CONCLUSION

Le taux de rendement actuariel ¢ I’émission coincide avec le taux de rende-
ment & ’échéance si les coupons successifs sont replacés d un tauz de rendement
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égal d ce tauz de rendement actuariel 4 'émission.

COROLLAIRE

Le taux de rendement & I’échéance dépend des conditions de réinvestisse-
ments des coupons tout au long de I'opération.

Il apparait donc ici, dans le rendement effectif que rapporte I’obligation un
risque financier puisqu’a priori les conditions futures de réinvestissement des
coupons sont inconnues et se feront suivant les taux en vigueur aux différentes
échéances des coupons.

Ce ne serait que dans le cas hypothétique ou les taux du marché restaient
stables tout au long de I'opération, que le rendement & I’échéance coinciderait
avec le taux actuariel & ’émission.

Si, plutét que de conserver ’obligation jusqu’a son terme, l'investisseur
décide de s’en séparer prématurement et donc de revendre anticipativement le
titre, il s’expose également & un risque financier.

En effet, dans ce cas, le prix de revente obtenu sera égal a la valeur actuelle &
I'instant de la vente des flux de retour futurs, calculée 4 un taux d’actualisation
correspondant aux conditions du marché & cet instant. Le vendeur se trouve
donc également exposé dans ce cas au risque de variation des taux d’intérét
sur le marché.

En particulier, le rendement obtenu sur la vie de 'obligation, appelé taux
de rendement anticipé, ne correspondra généralement pas au taux de rende-
ment actuariel a ’émission.

3.2 Exemple

En vue de visualiser 'ensemble de ces risques de taux, considérons ’exemple
suivant.

EXEMPLE 2.3

Soit une obligation a taux fixe dont les caractéristiques a I’émission sont
les suivantes:
- prix d’émission, valeur nominale et valeur de remboursement: 100,

- tanx d’intérét nominal : 10%,
- durée : 8 ans.
Le taux de rendement actuariel & I’émission de ce titre est bien siir de 10%.
En vue de modéliser le risque de variation des taux d’intérét sur le marché,
considérons les deux scénarios suivants:
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scénario 1 (w): le taux monte de 10% & 12% sur le marché a Dinstant ¢ = 2;
scénario 2 (wp): le taux descend de 10% & 8% sur le marché 4 l'instant t = 2.
Nous supposerons qu’il n’y a pas d’autres modifications sur ’horizon de 8
ans.
L’investisseur désire, dans les 2 hypotheses w; et wy, connaitre le taux de
rendement effectif dans les 3 cas suivants:
- 8'il revend directement apres la modification de taux;
- 8'il revend anticipativement en ¢ = 5;
- 8'il conserve le titre jusqu’a son terme.
Les rendements obtenus seront bien siir & comparer au taux de rendement
actuariel & I’émission de 10%.

a) Vente au moment de la variation de tauz (t = 2)
L’opération peut étre schématisée ainsi:

0 1 2
A [
100 10

Y

10.1,1=11

Y
10+P(w)

La fortune totale obtenue aprés revente en t = 2, W(2), est composée:

- du coupon en t = 1, capitalisé un an & 10%,!

- du coupon en t = 2,

- du prix P(w) de revente en t = 2, variant suivant le scénario considéré.
Ce prix est donné par:

1 1 1 100
@) T T Tt T T T @

Pw)=10

INous supposerons ici que les coupons sont réinvestis pour des durées successives d’un
an & un taux égal au taux du marché. Ceci équivaut, comme nous le verrons dans la suite,
a travailler avec une structure plate des taux d’intérét.
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rlw) = 12%
r(w) = 8%.
/10 /10+100

\.

(=]

|l

[ 8
———— —  —— ) —— —— — = ————

P(w)

Il vient
5. 10 100
Plen) Z iy T
s 10 100
P = 30085 * momp - 100

Les taux de rendements anticipés r,(w) sont alors donnés par la relation
d’équivalence:

100 x (1 4 ra(w))? = 11 4+ 10 4+ P(w),

égalant la valeur actualisée en t = 2 du flux d’investissement et des flux de
retour, en ce compris le prix de revente; d'olt

\/11 410 + P(w1)
100

\/11 + 10 + P(w,)
100

Le lecteur pourra s’assurer sans peine que si le taux du marché était resté a
10%, d’une part, le prix de revente obtenu aurait été de 100, d’autre part,

—1=20,062 soit 6,2%

ra(wl)

Ta(w2) = —1=0,141 soit 14,1%.
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le taux de rendement anticipé aurait été de 10%, soit le taux de rendement
actuariel a ’émission.

Conclusion

Une hausse du taux d’intérét sur le marché a pour effet de dévaloriser le
titre et conduit & un prix de revente inférieur 3 la valeur nominale. Le taux de
rendement anticipé est influencé par ce prix de revente inférieur et est large-
ment inférieur au taux de rendement actuariel a 1'émission.

On observera, dans I'exemple envisagé, 'effet brutal de chute du taux de
rendement anticipé: en cas de revente juste avant une modification de taux
(par exemple en ¢ = 1,9), le taux de rendement anticipé aurait encore été de

10%.

b) Vente anticipative ent =5

Dans ce cas, la modification de taux du marché survenue a l'instant £ = 2,
n’influence bien sir pas le montant des coupons mais altére les possibilités de
réinvestissements de ces derniers et le prix de revente obtenu en t = 5.

L'’opération peut étre schématisée ainsi:

-t —

10. L,1. (1+r@))’ = 11.(1+r(@))

10. (1+r())’

> 10.(1+r@))?

—| 10.(1+r(@))

¥ 10+P(w)

ou r(w;) = 12% et r(w,) = 8%.
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La fortune totale obtenue aprés revente en ¢t = 5, W(5), est composée:
- des coupons successifs, capitalisés, entre t = 1 et { = 2, a 10%, et entre

t=2ett=252a12% ou 8% suivant le scénario envisagé;
- du prix P(w) de revente en ¢t = 5, variant également suivant le scénario,

Il apparait donc ici un double risque de taux:
- le risque de réinvestissement provenant des conditions a priori inconnues

de réinvestissement des coupons encaissés;
- le risque de réalisation sur le prix lors de la revente anticipée, déja ren-
contré précédemment.

Ce prix est donné par
100
{a, 12) HTBTE

Plwy) = : 100 _ 105,15
w2l = ; 108)‘ tCosyE — 1

P(wy) = 95,20

|Mu

Les taux de rendement anticipés r,(w) sont donnés par la relation d’équivalence
100- (L4 re(w))®=11-(1 4+ r(w))? +10- (1 + r(w))* + 10 - (1 + r(w))?

+10- (1 +7(w)) + 10+ P(w),

égalant la valeur actualisée en ¢ = 5 du flux d'investissement et des flux de

retour.
Daris cette expression:
- le risque de réinvestissement est modélisé par le taux r(w);
- le risque de réalisation est modélisé par le prix P(w).
Suivant le scénario envisagé, on obtient:

JI1-(1,12)2 +10-(1,12)3 +10- (1,12)2 + 10 - 1,12 + 10 + 95, 20
o) 100

—1=09,64%

of11-(1,08)% + 10 - (1,08)° + 10 - (1,08)2 + 10- 1,08 + 10 + 105,15
ralws) = 100

—1=10,41%

Le lecteur pourra & nouveau s’assurer que pour un taux de marché r de
10%, le taux de rendement anticipé aurait été également de 10%.

Conclusion

La variation de taux d’intérét agit de maniére opposée sur les 2 risques
mentionnés plus haut.

Ainsi, une hausse du taux d’intérét:
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- provoque une baisse du prix de revente, ce qui diminue, le taux de ren-
dement anticipé;

- augmente le produit du réinvestissement des coupons, ce qui augmente
le taux de rendement anticipé.

On assiste ainsi & un certain rééquilibrage du taux de rendement autour du
taux initial de 10%, quel que soit le scénario envisagé. Cette constatation est
4 la base des théories de 'immunisation que nous étudierons 3 la section 6.

¢) Vente au terme de ’obligation

Dans ce cas, 'obligation étant vendue au terme & son prix de rembourse-
ment convenu, soit 100 dans le cas présent, la modification de taux en ¢ = 2
n’affecte plus le prix de vente, mais altére toujours les possibilités de réinvestis-

sement des coupons; c’est donc ici uniquement le risque de réinvestissement
qui subsiste.

L’opération peut étre schématisee:

> 10. 1,1, (1+r@))®

> 10.(1+rw))®

> 10.(1+r(w))’

—>| 10.(1+r(w))*

= 10.(1+rw))?

10. (147 (w))?

—>| 10.(1+r@))

¥ 10+100
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ol r(wy) = 12% et r(w;) = 8%.
On retrouve le risque attaché au taux de rendement i I’échéance r., intro-
duit plus haut, et défini dans le cas présent par la relation d’équilibre

100-(14re(w))®=10-1,1-(1 +r(w))® +10- 262(1 + r(w))* + 100,

=0

soit, suivant les scénarios envisagés:

of11-(1,12)8 6 10- 1,12 + 10
re(wi) ‘/ (1,12)°+ %010 (1,12) + 100 —1=10,52%
100
/11 -(1,08)8 6,10 1,08) + 100
re(w2) — \/ ( ) +Z|_0 ( )+ _1=9’47%
100
Conclusion

On assiste ici & un retournement de tendance. C'est le scénario w, de hausse
de taux qui conduit au rendement supérieur, et ce compte tenu

- de I'absence de risque de réalisation, le titre étant vendu a son terme;

- de leffet bénéfique de réinvestissement des coupons i un taux supérieur.

4 Structure par terme des taux d’intérét

L’exemple 2.3 d’évolution du prix d’une obligation présenté & la section 3 a
montré, d'une part, le caractére aléatoire des titres obligataires, d’autre part,
leur indissociable liaison & ’évolution des taux sur le marché.

Ceci conduit donc a s’intéresser aux modeles de structure des taux d’intérét,
et & leur évolution dans le temps.

Nous introduisons ici le sujet et définissons les principaux concepts des
théories dites de structure par terme des taux d’intérét. Nous aborderons
ensuite a la section 5 les modélisations stochastiques en la matiére.

4.1 Constatations empiriques

L’observation, & un instant donné, des taux de rendement er ante (taux
défini comme en (2.1) égalant la valeur actuelle du flux d’investissement et
des flux de retour), de ’ensemble des titres & revenus fixes d’un marché, fait
apparaitre des différences importantes.

Deux facteurs explicatifs principaux sont retenus pour justifier ces différen-
ces de rendement: la qualité de Uémetleur et la maturité. La qualité de
Uémetieur se reflete dans son risque de défaut éventuel: plus ce dernier est
élevé, plus le rendement réclamé par ’investisseur sera élevé; cet aspect de la
théorie obligataire liée aux émetteurs privés ne nous intéressera pas dans la
suite. Nous nous limiterons au cas d’émetteurs publics supposés sans défaut.
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La variation des taux selon la maturité de I'instrument obligataire retiendra en
revanche toute notre attention; elle est & la base des théories explicatives clas-
siques et des modeéles dynamiques stochastiques de structure des taux d’intérét.
Elle se reflete dans les notions courantes de taux court terme et taux long
terme.

Les théories de structure par terme des taux d’intérét ont pour ambition
de chercher & comprendre pourquoi des titres dont les caractéristiques sont
identiques, & P'exception de la maturité, ont des rendements différents.

Une premiere approche intuitive a ce probleme consiste & tenter de limiter
P’analyse a la durée de vie des titres, et a en comparer le rendement actuariel,
fonction de la maturité.

Malheureusement, comparer des titres pouvant présenter des structures de
coupons différentes, sur la seule base du taux de rendement, peut se réveler
inadéquat, compte tenu de la problématique du réinvestissement des coupons
déja évoqué.

Pour contourner cette difficulté liée aux répartitions temporelles de coupon,
il est plus simple de se limiter & 1'étude de la structure de tauz d’obligations
z€ro-coupon.

D’autre part, toute obligation pouvant étre décomposée en une somme
d’obligations zéro-coupon pour chacun des flux financiers qu’elle engendre, la
connaissance de la structure des taux zéro-coupon, donc du prix des obligations
zéro-coupon, permet d’obtenir le prix de toute obligation.

Sauf mention contraire, nous ne nous intéresserons donc plus dans la suite

de la section 4, qu’aux obligations zéro-coupon, notre objectif étant d’en
étudier la structure des taux.

4.2 Deéfinitions des courbes de taux

Nous nous placerons dans le cadre simple déterministe d’un modele discret
dans le temps, l'espace des temps étant noté T = {0,1,2,3,...}.

On suppose que P'on dispose en ¢ = 0 d’une obligation zéro-coupon pour
chaque maturité s € T. La structure des priz de ces obligations, en ¢t = 0, pour
une valeur de remboursement unitaire, sera notée

{P(0,s),s € T}

La structure des tauz au comptant { R(0, s),s € T} est définie par la relation

1
P(O,S) = m (S € T) (41)
Le taux au comptant de maturité s représente donc le taux de rendement
actuariel d'une obligation zéro-coupon de durée s.
Cetie structure de taux au comptant contient intrinsequement des ren-
seignements sur l'avenir, au travers de conditions de placement garanties en
t = 0, sur des périodes futures.
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Cette information future est mise en évidence par la structure dite des tauz
@ terme {r(0,s), s € T} définie par

1

(L+7(0, 1)) +1(0,2))... (1 + (0, 3))’ (4.2)

P(0,s) =

La structure des taux i terme peut étre obtenue, par récurrence, & partir de
la structure des taux au comptant:

1+ R(0,1) = 1+r(0,1)

(1 + R(0,2))? (1 +r(0,1))(1 +r(0,2))
(1+ R(0,3))* = (1+r(0,1))(1 +r(0,2))(1 +r(0,3))

Le taux a terme de maturité s,r(0, s), représente donc le taux de rendement
octroyé pour la période (s — 1, 5), vu depuis I'instant initial ¢ = 0.

Comme précisé ci-avant, la connaissance de ces structures permet de tarifer
toute obligation & coupons. Ainsi, le prix en ¢ = 0, d’une obligation B, donnant
droit aux coupons C; aux temps ¢ (i = 1,..., N), et au remboursement Ry au
temps N, est donné par

B(0) = Ci-P(0,1)+Cy-P(0,2)...+ Cnoy - P(O,N — 1)
+(Cn + Rn)P(0,N)
Cl Cg CN—I
a+r0) T a+roe Tt OT RO, N
4 Cnt Bn (4.3)

1+ R0, M)

La structure des taux est dite plate, lorsque les taux sont indépendants de

la maturité:
R(0,s)=r(0,5)=r (s €T).

La structure des taux au comptant est dite croissante lorsque les taux au
comptant forment une suite croissante:

R(0,1) < R(0,2)... < R(0, s).

La structure des taux au comptant est dite décroissante (ou inversée) lorsque
les taux au comptant forment une suite décroissante:

R(0,1) > R(0,2)... > R(0,s).



96 FINANCE STOCHASTIQUE

Les notions de structure, présentées ci-dessus, ont été définies dans un cadre
statique, s’agissant de la situation observée depuis I'instant initial ¢ = 0.

Les modeéles dynamiques de structure des taux s’intéressent eux a ’évolution
dans le temps et aux éventuelles déformations des courbes de taux.

Les diverses structures définies précédemment, peuvent étre généralisées
sans peine, en des instants ultérieurs.

a) Structure des priz a 'instant n € T

{P(n,s);s € T},
P(n, s) représentant le prix a 'instant n» d’une obligation zéro-coupon de durée
s (échéant a l'instant n + s).
b) Structure des tauz au comptant a I'instant n € T
{R(n,s);s € T},
R(n, s) représentant le taux de rendement actuariel a I'instant n d'une obliga-
tion zéro-coupon de durée s (échéant & l'instant n + s), défini par la relation
1
Pln,s) = —————. 44
%) = A7 R, o)y (44
c) Structure des taur d terme a l'instant n € T
{r(n,s);s € T},

r(n, s) représentant le taux de rendement octroyé pendant la période (rn + s —
1,n + 8) vu depuis l'instant n, défini par la relation
1

(14 7(n,1))(1+7(n,2)...(1 +r(n,s))
Etudier la dynamique de la structure des taux consiste alors a relier les struc-
tures de prix et de taux, relatives a des instants différents d’observation.

Dans le cadre d’un modéle déterministe de certitude, sans opportunité
d’arbitrage, ces relations sont univoques et peuvent étre explicitées simple-
ment. En effet, dans ce cas, les taux a terme relatifs 3 une méme période

de temps doivent tous coincider, quel que soit I'instant de mesure. Ceci peut
s’exprimer par la relation de récurrence

r(n,s)=r(n—1,s+1). (4.6)
Etant donné la structure initiale des taux a terme {r(0, 1),r(0,2),r(0,3),...},

les structures aux instants suivants s’obtiennent donc simplement en suppri-
mant & chaque fois le premier élément de la suite:

#0) = {r(0,1),7(0,2),r(0,3),...}
!

P(n,s) = (4.5)

F(1) {r(1,1),7(1,2),7(1,3),...} = {r(0,2),7(0,3),...}

—

7(2)

{r(2,1),r(2,2),r(2,3),...} = {r(0,3),...}
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La relation de récurrence (4.6) relative aux taux a terme permet de générer
une relation de récurrence pour les taux au comptant, et par la méme, pour
les prix.

On a:
(1+ R(n,s))’

14+r(n1)1+r"n,2)...(1 +r{n,s))
l4+r(r-1,2))Q+r(n-13)...01+r(n—-1,8+1))

= (14 R(n—-1Ls+1)y'*'/(1+ R(n—1,1)),
et donc

P(n,s) = Pn—-1,341)-(1+R(n-1,1))
= Pn-1,54+1)/P(n—1,1).

Dans ce modele de certitude, on remarquera en particulier le lien entre taux a
terme et taux au comptant:

4.7)

r(n,8)=r(rn+1,s—1)=...=r(r+s-1,1)=R(n+s—-1,1)

Le tauz a terme prédit donc de maniére précise la valeur future du tauz au
comptant pour une durée unitaire.

Lorsque l'incertitude sur I'évolution des taux est prise en compte, ces rela-
tions simples ne sont plus vérifiées, les structures de taux pouvant notamment
subir des mouvements ou des chocs venant contredire la relation naive (4.6).

Les modeles stochastiques de structure de taux d’intérét présentés dans
la suite ont pour ambition d’enrichir, dans un univers incertain, I’approche
élémentaire déterministe.

REMARQUES

1) Tl est possible sans._difficultés de généraliser en temps continu le modéle
déterministe discret présenté ci-dessus.

On dispose dans ce cas, d’une obligation zéro-coupon pour chaque maturité
s € [0,T] C R*, de prix noté P(0,s), pour une valeur de remboursement
unitaire.

On suppose de plus que cette fonction prix peut se mettre sous la forme

P(0,s) = e~ *R(O*),

ol R(0,s) est le tauz au comptant de maturité s.
En supposant cette derniére fonction dérivable, on peut introduire la notion
de taux a terme par le biais de la relation

! ]
P(0,s) = exp —/ r(0, r)dr,
0

ol 7(0,7) est le tauz 4 terme & l'instant 7; il s’agit donc d’un taux instantané
futur.
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Les taux au comptant et a terme sont liés par la relation

R(0,s) = % /0 " r(0,7)dr.

Le cas d’une structure plate de taux conduit aux relations classiques & intéréts
COIMPpOSEs:
a) R(0,s) =r(0,s)=r (s€0, 1)
b) P(0,s) =e~"*
L’évolution de la structure aux instants subséquents sera notée ainsi:
(i) P(t,s) = priz a l'instant t d’une obligation zéro-coupon échéant a
Pinstant s (t <8 < T);
(i) R(t,s) = tauz au comptent a I'instant ¢ d’une obligation zéro-coupon
échéant & 'instant s, défini par:

P(t,s) = exp(—(s — ) - R(t,$));

(iii) r(¢, s) = tauz @ terme a l'instant s vu depuis l'instant ¢, défini par:

t
P(t,s) = exp —j r(¢, 7)dr.
¢
Le modele déterministe de certitude conduit a I'identité des taux a terme:
r(t,s) = r(t,s) (t,¢' <s<T).

2) Par analogie de notation, nous utiliserons parfois par la suite, également
dans des modéles discrets, une notation exponentielle pour les taux & terme
et au comptant. Dans ce cas, les relations discretes (4.4) et (4.5) deviennent
respectivement:

P(n,s) = exp(—s- R(n,s)),
et
P(n,s) = exp (— z_: r(n,j)) . (4.8)

Le mode de notation utilisé pour ces taux sera précisé par la suite.

5 Modeles stochastiques de structure des taux
d’intérét

On peut classer les modeéles stochastiques d’évolution de la structure tem-
porelle des taux d’intérét, selon la méthodologie utilisée, en diverses familles.
Nous présenterons ici trois démarches:

a) les modéles d’arbitrage standard: ces modeles conduisent a I'élaboration
d’équations de structure des taux, construites a partir d’une ou plusieurs vari-
ables, appelées variables d’état, et d’un raisonnement dit d’arbitrage. Nous
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aborderons, dans ce contexte, le modéle de Vasicek (1977) & une variable, et
le modéle de Brennan et Schwartz (1979) a deux variables;

b) les modéles d’équilibre intertemporel: plus ambitieux que les modeles d’arbi-
trage, les modeles d’équilibre tentent & partir d’une description d’ensemble de
I’économie, sous-jacente et de considérations sur les préférences des investis-
seurs, d’obtenir également des équations de structure des taux. Le modéle le
plus célebre en la matiére est le modéle de Cox, Ingersoll et Ross (1985) dont
nous nous contenterons de présenter les résultats;

c) les modéles de déformation: plutét que de se baser sur des variables censées
dicter ’évolution des taux, les modéles de déformation partent de la structure
initiale des taux telle qu’elle peut étre observée, et lui font ensuite subir des
déformations consistantes. Le modele de base, construit selon un schéma bino-
mial, est le modéle de Ho et Lee (1986); ce modéle a été généralisé par Heath,
Jarrow et Morton (1987, 1990).

5.1 Modele d’arbitrage & une variable d’état

On s’intéresse, sur un marché parfait au sens du paragraphe 5.1 du chapitre
premier, & ’évaluation d’obligations zéro-coupon sans risque; ces derniéres sont
supposées exister pour toutes les échéances.

Le modéle est continu dans le temps, sur un intervalle de temps noté [0, T);
Pespace de probabilité sous-jacent sera noté ().

DEFINITIONS 2.1

Naus définissons les processus stochastiques suivants:
a) {P(t,s,w);t € [0,s],s fixé € [0,T],w € (1} représentant le prir au temps ¢
d’une obligation zéro-coupon échéant a I'instant s;
b) {R(t, s,w);t € [0, 5], s fixé € [0,T),w € N} représentant le processus rende-
ment au temps ¢ d'une obligation zéro-coupon échéant & 'instant s. Pour ¢ fixé,
le processus R modélise la courbe des taux zéro-coupon. Ces deux processus
sont liés par la relation

P(t,s,w) = e~ (#-OR(tsw),
¢} le taux instantané, ou taur SPOT, sera défini par
r(t,w) = lim R(¢,t 4+ 0,w) .
620
Ce processus jouera dans le modele le role de variable d’état explicative, a

partir de laquelle l'ensemble de la structure des taux (c’est-a-dire le processus
R) sera construit. 1l s’agit d’un taux a court terme.
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HYPOTHESES

a) Le processus taux SPOT, en tant que variable explicative, doit &tre explicité;
on suppose que celui-ci est solution d’une équation différentielle stochastique:

dr(t) = f(t,r(t))dt + p(t, r(t))dw(t), (5.1)

ou {w(t,w);t € [0,T],w € N} est un mouvement brownien standard (voir
définition 1.3).

b) Le processus prix P est supposé déterminé par I’évolution du taux SPOT
r; nous pouvons exprimer cette hypothése par la relation

P(t,s,w) = P(t,s,r(t,w)) (5.2)

P(t,s,r) par abus de notation.

Cette relation (5.2) met en lumiére la double nature du processus prix, qui
sera techniquement exploitée dans la suite (en supposant ’échéance s fixée):
- au travers de sa dépendance au processus taux SPOT, P est un processus
stochastique;

- P peut également étre considéré comme une fonction réelle des deux
variables ¢ et r.
Grice aux hypothéses ainsi formulées, on peut obtenir une équation dite
de structure du processus prix. Des relations (5.1) et {5.2), et par la formule
de Ito, on obtient ’équation différentielle stochastique

dP(t,s,r) = P(t,s,r) - u(t,s,r)-dt — P(t,s,r) - o(t,s,r)dw(t),

B 1 i) a 1, 2
pt,s,r) = m[§+f(fﬂ‘)5+§ﬂ (taf)ﬁ P(t,s,r) (53

a
a(t,s,r) ' P(t,s,r).

- P(t, s, r)P(tv T‘) :

On utilise alors un ratsonnement dit d’arbitrage: on s’intéresse i un investisseur
qui, simultanément, émet x, obligations échéant A l'instant s, et achéte z;
obligations échéant 4 'instant s;.

Le processus décrivant 'évolution dans le temps de la valeur du portefeuille
correspondant sera noté {W(t); 0 <t < min(sy, s3)} et est donné par

W(t) = —z1 - P(t,81,7) + z2 - P(t,32,7). (5.4)
Compte tenu de (5.3), ce processus admet comme différentielle stochastique
dW(t) = [z9 - P(t,85,7) - p(t, 83,7) — 21 - P(t,s1,r) - p(t,s1,7)] dt

- [3:2 ° P(ty 32!'-) : O'(t,sg, 1‘) - J:IP(t,.S],T) : O'(t,.sl,f‘)] dw(t)
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Choisissons z, et 3, de telle maniere que le taux de rendement instantané de
ce portefeuille ne contienne plus de terme de volatilite:

xg - P(t,82,7) - o(t,82,7) — 21 - P(¢,51,7) - o(t,81,7) =0

On se trouve alors en présence d’un portefeuille sans risque, dont le taux de
rendement doit correspondre au taux SPOT r:

P(ta32v T') * ﬂ(tasmr) — I P(tashr)ﬂ(tv’l, 1‘) =r- W(t)

Ces deux relations forment donc un systéme homogéne compte tenu de la
définition (5.4) de W:

T2 P(t,.s;,'r) " (ﬂ(t,SQ,T) - 1‘) - I P(t’slvr) ) (,u(t,.sl,r) - T) =0
{ z2 - P(t,s2,7) - 0(t, 82,7) — z1 - P(t,81,7) - o(t,81,7) =0
(5.5)
Les solutions de ce systéme sont non triviales a la condition que son déterminant
soit nul, c’est-a-dire:

ﬂ(t,.ﬁ,") —-T — ﬂ(t, SQ,T) -r
o(t,s1,r) o(t, s2,1)
Cette relation étant vérifiée pour toute valeur de s, et s, il en résulte que ce

quotient est indépendant de la maturité s de 'obligation zéro-coupon.
On peut donc poser

At,r) = ult,s,r)—r

o(t,,7) (5.6)

Cette variable est appelée priz du risque du marché, elle représente 'accroisse-
ment de rendement moyen de l'obligation zéro-coupon par rapport au taux
instantané, par unité de risque; la relation (5.6) exprime que cette variable est
indépendante de la maturité de l'obligation.

En substituant dans la relation (5.6), les expressions de u et o données par

{(5.3), il vient en supposant toujours s fixé et en notant de maniére simplifiée
P(t,s,r) par P(t,s):

1
iy a0 + gy SN G n) + e Gt 7

__P(:’ 5 .p(t,r)aa_f(t,r)A(t,r),

soit finalement I'équation aux dérivées partielles du second ordre

aP P 1 &P
+(f+ ’\) 'a_+2 2 -3_2_TP 0 (5.7)



102 FINANCE STOCHASTIQUE

ou (i) P, f,p et A sont des fonctions de ¢ et r;
(i1) P est soumis a la condition au bord: P(s,r) = 1 (prix d’une obligation
zéro-coupon arrivée a sa maturité).

On peut obtenir une forme de la solution de 1’équation (5.7) sous forme con-
ditionnelle:

PROPOSITION 2.1

La solution de I'équation (5.7) peut s’écrire

_ _ s _ l 1] 2 3
P(t,s,r) = E}-,vexp( /t r(7)dr 2/; A, r(r))dr +/‘ A(r, r('r))dw(r)),
(5.8)
ou Fy = F({w(u)};0 € u < t) est la o-algebre correspondant au passé des
processus a l'instant £.

Démonstration

Posons

W(u) = exp (— ‘/‘u r(r)dr — —/ )\2(7, r(7))dr +/ /\(T,r(‘r))dw('r))

et calculons la différentielle stochastique du produit de ce processus et du
processus prix P(u, s,r).
On sait que

dP(u,s,r) = ( 9 +f + 2p g 2)P(u s r)du+paa P(u,s,r)dw(u).

D’autre part
dW (u) = dlexp(Z(u))],
ol

dZ(u) = (—r(u) - %/\Q(u,r(u))) du + A(u, r(u))dw(u).

Par la formule d’Ito, on a alors

o2 oZ 2,2
W) =[G+ () - R r(u) + V)|
9% () o)
+3Z_ u, r(u))dw(u),

ou

dW (u) = [—r(w)W(u)]du + A(u, r(u))W (u)dw(u).
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Finalement, il vient
d(P(u, s,r)W(u)) = W(u)dP(u,s,r)+P(u,s, r)dW(u)-{-pW(u)k%i—)(u,.s,r)du

B oP 0P 1 ,8°P ap

+ [P(u,.s,r) W) - A+p-W(u)- 66_}:] dw(u).

Le premier terme, dépendant de la différentielle “du” est nul compte tenu de
Iéquation de structure (5.7); en intégrant alors cette égalité entre t et s, il
vient

P(s,5,7)W(s) ~ Plt,s, )W (1) = [ (Plu,s, )W (A +p- W(u)%—f)dw(u).

En prenant 'espérance conditionnelle par rapport a Fi, et tenant compte des
propriétés des intégrales stochastiques, on a

Ex [P(s,s,r)W(s)— P(t,s,r) - W(t)] = 0.
D’autre part, par leur définition, P(s,s,r) = W(t) =1:
Ez [W(s) — P(t,s,r)] =0
Comme P(t,s,r) est F;-mesurable, on obtient finalement

P(tv"ar) = E}',_W(S) .

REMARQUES

1) La relation (5.8) permet théoriquement d’obtenir le processus prix d’obliga-
tions zéro-coupon (et donc la courbe correspondante des taux zéro-coupon)
moyennant fixation des fonctions réelles suivantes:

f(t,r): rendement moyen du taux SPOT,

p(t,r): volatilité du taux SPOT,

A(t,r): prix du risque du marché.
Il convient donc d’estimer ces fonctions avant de pouvoir exploiter ce modele.

2) Lorsque le prix du risque sur le marché est nul (A = 0), c’est-a-dire fi-

nanciérement en I’absence de préférence pour la liquidité, le prix de 'obligation
(5.8) peut se mettre sous la forme simplifiée

P(t,s,r) = Ex,exp— /. r(r)dr.
t
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Le cas limite déterministe, ou le processus de taux SPOT n’est plus aléatoire,
conduit a la formule d’actualisation bien connue a taux d’intérét variable

P(t,s,r) =exp— /.r('r)d‘r‘
¢

3) En vue d’obtenir une forme de la solution plus explicite, que la formule

(5.8), on peut spécifier différentes formes possibles pour les fonctions f, p et .
Vasicek (1977) a proposé la structure suivante:

a) le taux SPOT est solution de I’équation

dr(t) =a- (y—r(t))dt + p - dw(t), 5.9

ou a,y et p sont des constantes; dans ce cadre, 4 représente une valeur
d’équilibre du taux, vers lequel les trajectoires vont tendre a I’aide d’une force
de rappel dictée par le parametre a, tout en fluctuant par la perturbation
brownienne;

b) le prix du risque sur le marché est une constante strictement positive:

A(t,r)=A > 0.
L'équation (5.7) du prix d'une obligation zéro-coupon devient alors
aP aP ,0*P
E + (aly —r)+pl)a—+2pa2—rP=0. (5.10)

On peut vérifier directement que la solution dans ce cas peut se mettre sous
la forme

2
P(t,s,r) =exp %(1 —e N (K—r)—(s—1t)- K - 4‘0?(1 —eob-0y?]

Iy

ou A 2
L.

Rappelons que dans cette relation, r représente le taux SPOT, tel qu’il est
observé & l'instant ¢t de tarification (c’est-a-dire r = r(t), voir (5.2)). Dans
ce modele particulier, le taux de rendement moyen instantané de l'obligation
zéro-coupon défini en (5.3), peut s’écrire

u(t,s,r) = P(tls 5 [313 + f(t, r) 2p 2(t, r)BrQ] P(t,s,r)
1
= i [r-P(t,.s,r) —)«pE] (5.11)

_ _’ﬂ _ —a(s=1)
= r(t)+ 0[(1 e )-

La prime de risque sur le taux de l'obligation zéro-coupon, par rapport au
taux instantané (taux a court terme), c’est-a-dire I'accroissement de rendement
moyen sur un titre & échéance lointaine par rapport a un titre “instantané”,
est donc donnée explicitement dans ce modele par une fonction exponentielle
négative.
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5.2 Modele d’arbitrage 4 deux variables d’état

Ne considérant comme seule variable explicative sur '’ensemble de la courbe
des taux que le taux SPOT, le modéle & une variable d’état développé ci-dessus
est sans conteste réducteur.

En vue d’enrichir la modélisation, certains auteurs ont suggéré, tout en
conservant la méthodologie du modeéle d’arbitrage de Vasicek, d’introduire
plus de variables sous-jacentes. Nous développons, dans ce contexte, le modéle
4 deux variables d’état introduit par Brennan et Schwartz (1979).

L’idée de base de ce modéle est de faire dépendre I'évolution de la structure
de la courbe des taux, non seulement du taux SPOT, mais aussi du taux
d’intérét a long terme; ce dernier étant censé contenir des informations sur les
valeurs futures du taux SPOT.

Ce tauz long terme est défini par 'expression

Ut w) = Jim R(t,0,w), (5.12)

ol le processus rendement R est donné par la définition 2.1.
Les processus taux SPOT et taux long terme sont alors supposés satisfaire
au systéme d’équations différentielles stochastiques

{ dr(t) = fult,r(2), 6))dt+ pr(t,(2), £(0)dun(2) (5.13)
d8) = falt, r(t), 6)dt + palt,r(2), £(8) dun(t), '

ot {w(t,w),t € [0,T],w € Q} et {wy(t,w),t € [0,T],w € N} sont deux
mouvements browniens standards corrélés tels que

E(w () - we(t)) =n-t vt e [0,T).

Le processus prix P est supposé déterminé par I'évolution conjointe du taux
SPOT et du taux long-terme, ’expression (5.2) devenant

P(t,s,w) = P(t, s,7(t,w), £(¢,w)). (5.14)

Ce processus est alors considéré comme fonction réelle des trois variables ¢, r et
¢, pour une maturité fixée s. On peut développer la méme approche d’arbitrage
que dans le modéle & une variable d’état.

Résumons les grandes étapes du raisonnement.
a) Compte tenu des équations différentielles stochastiques (5.13) et de la dépen-
dance (5.14) du processus prix, ce dernier est également solution d’une équation
différentielle stochastique, par application de la formule d'Ito:

dP(t,s,r,8) = P - u(t,s,r,€)dt — P - o,(t,s,r,€)dw (t) — Pos(t,s,r, £)dw(t),
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ou
110 0 a8 1 . 8%
pltsnf) = P [E_t +fi- or +f2& + Epfw
1,8 &
t5Pgn T PGl P
1 oP
oy(t,s,r, ) = ~5 PG
1 oP
ay(t,s,rf) = —5 P

b) On applique alors un raisonnement d'arbitrage: on construit un portefeuille
composé d’obligations zéro-coupon de trois échéances diflérentes, sans risque.
L’bypotheése d’absence d’opportunités d’arbitrage conduit & la relation sui-
vante, qui généralise & deux dimensions la relation (5.6),

u(t,s,r,8) —r = AL, 7, €) - o1(8, 8,7, 8) + Aa(t, 7, €) - 02(t, 8,7, £),

ou les fonctions A; et A, sont toutes deux indépendantes de ’échéance s de
’obligation et sont appelées prix du risque sur le marché, respectivement du
taux SPOT et du taux long terme.

c) En substituant u,o; et o2 dans cette derniére relation par leur valeur, on
obtient une équation aux dérivées partielles du second ordre pour le processus
prix P, vu comme fonction des trois variables réelles ¢,r et £, qui généralise
I’équation a une variable d’état (5.7):

oP oP
n +(fi+p- )\1)5

:p
+’7P1P2W —rP =0,

1,0P 1 ,8°P

apP
t{ft oMz tongg torgT (5.15)

ou (i) fi, f2,P1, P2, M1 et Ay sont des fonctions de t,r, et € qu’il convient de
particulariser
(ii) P est soumis & la condition au bord:

P(s,r,f) = 1.
REMARQUES

1) La méthodologie utilisée permet la généralisation & un nombre quelconque
de variables explicatives; l'introduction d’un trop grand nombre de variables
explicatives conduit néanmoins & de délicats problémes dans la procédure
d’estimation des paramétres du modele.

2) Dans le cadre du modele a deux variables développé ci-dessus, la procédure
d’estimation des parametres peut étre facilitée, en assimilant la seconde vari-
able explicative, & savoir le taux long ¢, au taux d’une obligation de durée
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infinie (obligation disponible sur certains marchés sous la dénomination “con-
sol bond” et dont le prix peut donc étre observé). Diverses particularisations
des équations (5.13) régissant le taux court et le taux long ont été proposées
dans ce contexte (Brennan et Schwartz, 1979 et 1982).

5.3 Modele d’équilibre intertemporel

§’il conduit techniquement aux mémes procédures de résolution que les
modeles d’arbitrage étudiés ci-dessus, le modele d’équilibre intertemporel, développé
par Cox, Ingersoll et Ross (1985), se veut plus ambitieux dans 'analyse ex-
plicative macro-économique. Au départ d’une économie continue, compétitive
dans laquelle il existe un unique bien de consommation, les individus sont
censés maximiser une fonction objectif représentant I’espérance mathématique
de 'utilité de leur consornmation.

L’individu choisit la quantité optimale du bien; le reste est placé ou em-
prunté au taux SPOT. Diverses considérations d’équilibre conduisent alors a
la forme suivante d’équation pour ce taux SPOT qui est un cas particulier de
I’équation (5.1):

dr(t) = a- (v = r(t))dt + p- /r(t)duw(t), (5.16)

on a,7 et p sont des constantes.

Cette équation rappelle le cas particulier (5.9) étudié précédemment, mais
s’en distingue fondamentalement -par ’apparition d'un terme non linéaire en
racine carrée, au niveau de la diffusion. Le modéle spécifie d’autre part une
forme non linéaire particuliére pour le prix du risque sur le marché, défini en
(5.6):

Mt,r) = —gﬁ, (5.17)

oll 7 est une constante négative, et p est la constante apparaissant dans
’équation du taux SPOT (5.16).

Contrairement au modele particulier étudié en (5.9), ce modéle suppose
donc que la prime du risque sur le marché est une fonction croissante du taux
court terme.

Compte tenu des formes particulieres (5.16) et (5.17), I’équation de struc-
ture du processus prix P, (5.7) devient

opP oP 1, &*P
§+(a('y-r)—1r-r)5+§p -rm—rp=0, (5.18)
ou a,7, p et 7 sont des constantes.

La solution de cette équation est donnée par (voir Cox, Ingersoll, Ross,

1985)
P(t,s,r) = A(t,s) - e BT, (5.19)
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o [ 2-expllatr+gis—t)/2) \*
Alt,s) = ((a +7 +g)(exp(g(s — 1) —1) + 29)
B 2-(exp(g(s —t))—1)
Bl s = T o exlele = )~ D 2

g =(la+7)"+25").
Dans ce modéle, le taux de rendement moyen instantané de 1'obligation zéro-
coupon (voir (5.3)) devient

1 Ja 9 1, &
p(t,s,r) = Psr) [E + f(t.f)a +50 (ta")m] P(t,s,r)

9
_ ﬁ[r.P(t,s,r)—,\(t,r).p(t’,,)a_l:]

wr QP T
= r+FvE=r+F-(—B(t,s)<P)
= r(t)—=-r(t)- B(t,s). (5.20)

La prime de risque de 1'bligation zéro-coupon par rapport au taux SPOT,
{positive, compte tenu du signe négatif de ), est donc dans ce modele une
fonction linéaire du taux SPOT, contrairement au modéle de Vasicek ou elle
en était indépendante (voir (5.11)).

5.4 Modéle de déformation binomial de Ho et Lee

Moins ambitieux que les modéles vus ci-dessus, car ne recherchant ni les vari-
ables sous-jacentes au marché ni les mécanismes régissant celles-ci, le modéle
binomial de Ho et Lee (1986) se contente de considérer de maniére exogene la
structure initiale de la courbe des taux zéro-coupon et de lui appliquer ensuite
une succession de déformations selon un schéma binomial.

Le modéle s’appuie sur une économie discréte, ’espace des temps étant
noté T = {0,1,2,3,...}.

A D’instant initial (n = 0), on suppose connu le prix des obligations zéro-
coupon, pour les différentes maturités de 'ensemble T

1 1
1+ R(0,9)  (1+r0,1)(1+7(0,2)...(1 +7(0,3))

ou P(0,s) = prix d’une obligation zéro-coupon en t = 0, de durée s;

R(0, s) = taux au comptant de cette obligation;

r(0,n) = taux & terme de cette obligation pour la période entre n —1 et n.

Nous noterons par convention: P(0,s) = P1(0,s) pour indiquer qu’initia-
lement la structure se trouve dans un unique état connu, indicé supérieurement
par 0.

P(0,s) =
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L’évolution ultérieure du systéme aux instants n = 1,2,3,... est supposée
alors se faire suivant un treillis binomial: a chaque instant, on peut assister a
deux scénarios:

- soit & une baisse des taux (donc une hausse des prix);

- soit & une hausse des taux (donc une baisse des prix).

On suppose de plus, qu'une baisse suivie d'une hausse conduit a la méme
structure qu'une hausse suivie d’une baisse,

En notant P(}(n,-) la gamme des prix a l'instant n, lorsque le systeme est
dans Pétat i, on peut représenter Y'évolution du processus:

. P02,.)

P,.)

/
P"(0,.) / - P'2,.)
\ /
\

P’(1,.)

* P°12,.)
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Chaque point de ce réseau est une gamme de prix d’obligations zéro-coupon:
PO(n,.) = {P(n,s);s € T}.

A cette suite de prix, correspond de maniére bi-univoque une gamme de taux
au comptant par le biais de la relation

1

POm.9) = o)y

(5.21)
L’interprétation financiére étant:

P%(n,s) = prix a l'instant n d’une obligation zéro-coupon de durée s (donc
échéant 3 l'instant n + 8), lorsque le systeme est dans 1’état 1

R(’)(n,s) = taux au comptant a I'instant » d’une obligation zéro-coupon
de durée s lorsque le systéme est dans 1'état i.

Le processus prix P est soumis aux conditions au bord:

(2) P4} (n,0) = 1 quels que soient i et n

(b) tll.rg P(')(n, t) = 0 quels que soient ¢ et n.

Ce processus prix permet de suivre ’évolution du prix d’un titre en parti-
culier.

A titre d’exemple, considérons a I'instant initial n = 0, une obligation zéro-
coupon de durée 3; son prix initial, connu, est  lire dans la gamme initiale
des prix, soit P(0,3).

En n = 1, son prix vaudra P©(1,2) ou P)(1,2). En n = 2, son prix
vaudra PO(2,1), PM(2,1) ou P?)(2,1). En n = 3, le titre est & maturité:

PO(3,0) = P1(3,0) = PP)(3,0) = PO(3,0) = 1.

Le modeéle peut également étre interprété sous l’angle du déplacement de la
courbe des taux au comptant.

Le modele étant posé, on peut en paramétrer ’évolution compte tenu de
diverses conditions et relations d’équilibre, que nous imposerons.

Si le modele était déterministe, on aurait, dans un contexte d’anticipation
parfaite (voir (4.7)),

Pn,7+1)=P(n+1,7)- P(n,1),
c’est-a-dire
P(n,7+1)
P(n,1)
Dans un tel modéle déterministe, I’ensemble du processus peut étre généré a
partir de la structure initiale P(0,-) et de la relation récursive (5.22).

Dans le modéle aléatoire considéré ici, 'évolution (5.22) est perturbée du

fait de la hausse ou de la baisse des taux; partant de ’état i & I'instant n, on
a:

Pin+1,7) = (5.22)
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(i) en cas de baisse des taux (hausse des prix):

PW(n, 1 4+1)

(++1) = .
P (n+1,7)= FO(n1) h(7), (5.23)
ou h(r) > 1(r=21)et h(0)=1
(ii) en cas de hausse des taux (baisse des prix):
; PO{n,r4+1)
) =— " T/ p
P¥Yn+1,7) PO(n1) h*(7), (5.24)

ou h*(t) < I{r 2 1) et A*(0) =1.

Les relations (5.23) et (5.24) introduisent une premiére contrainte: les fonctions
de perturbation k et h* ne dépendent que de la durée et sont indépendantes
de 'instant et de l’état.

Deux nouvelles contraintes sont imposées au modéle dans le but:
a) d’éviter les opportunités d’arbitrage (condition d’arbitrage);
b) de réaliser la condition d’équivalence entre une baisse de taux suivie d’une
hausse de taux, et une hausse suivie d’une baisse (condition de neutralité).

a) Condition d’arbitrage
Cette condition va nous permettre d’obtenir une relation liant les deux
fonctions de perturbation h et h*.

ProrosITION 2.2

Il existe une constante p (0 < p < 1), appelée probabilité binomiale im-
plicite, telle que:

p-h(7)+(1—p)- A1) =1 (r=0,1,2,...). (5.25)
Démonstration

Constituons un portefeuille constitué d’une obligation zéro-coupon de ma-
turité 7 et de H obligations zéro-coupon de maturité 7' (7' # 7) (7 et 7' étant
quelconques mais fixés). La valeur de ce portefeuille & I'instant n, sous I'état
1, est

W (n) = P'(n,7) + H - P*(n, 7).
A Dinstant n + 1, le portefeuille peut prendre deux valeurs:

Win+1) = Pn+l,r=1)+H -P(nt+l,7-1)
1 t * . in,rl LYo
= m(})(n,ﬂh (r—1)+ H- Pi(n,7)b°(r' = 1)),

ou
W(,+1)(n+1) — Pi+l(n+1’1-_1)+H.Pl+l(n+1,'r'_1)

1 i _ . Pin. +h(r —
By (P b =1+ H - P )b = 1),
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et ce, compte tenu des relations (5.23) et (5.24).
Choisissons alors la constante H, de telle fagon que

W(n +1) = WD 4 1).

Ce portefeuille est alors équivalent & un placement sans risque sur une période
unitaire; par un raisonnement d’arbitrage, le rendement de ce portefeuille doit
étre égal a celui de l'obligation zéro-coupon de durée unitaire, dont le prix est
Pi(n,1). On obtient ainsi successivement les deux conditions:

a) Pi(n,7)-h*(r = 1)+ H - P'(n,7) - h*(v' = 1) = P'(n,7)h(r — 1)+ H -
Pn,m)h(r' - 1)

b) Wi(n) = Pi(n,1) - W'(n+1)

ou Pi(n,7)+ H - Pi(n,7') = P(n,7)- h*(r = 1) + H - P'(n,7")h*(r' - 1)

En extrayant des égalités a) et b) la valeur commune de H, on a

P(n,7)(h*(r = 1) —h(T - 1)) _ Pi(n,7)(h*(r = 1) = 1)
Pi(n,m)(h(7" = 1) = h*(r' =1))  P(n,7)(1 = h*(r' = 1))’

ou

1-h*(7"-1) _ 1=h(r=1)
(' =1)—h*(7 = 1) ~ h(r=1)—h*(r=1)
Les instants T et 7/ étant quelconques, la grandeur
1 —h*(r)
PZ R = ()

est donc indépendante de 7, avec 0 < p < 1. Cette derniére relation est
équivalente a

p-h(r)+(1-ph'(r) =1

COROLLAIRE

Compte tenu des relations (5.23) et (5.24), la relation (5.25) peut s’écrire

Pt(n,1)

P'(n,1)
. p+tl ; I —_
p- P+l p Pla,m +1)

m+(l—P)-P‘(n+1,r)-

1,
c’est-a-dire
Pi(n,7+1) = Pi(n,1)- [p- P*'(n+1,7) + (1 - p)- P'(n+1,7)]. (5.26)

Interprétation

Le prix a l'instant n d’une obligation zéro-coupon de durée T + 1, apparait
comme ’espérance mathématique actualisée, sous la distribution implicite de
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paramétre p, du prix a Iinstant n+ 1 d’une obligation échéant i la méme date
(soit n + 7 +1).

Le parametre p, qui peut ainsi s’interpréter comme une probabilité (n’ayant
rien & voir avec la probabilité réelle), est un indicateur de moyenne dépendant
del'amplitude respective des mouvements de hausse et de baisse, il est générale-
ment voisin de 0,5 (il vaut 0,5 lorsque: h(r) — 1 =1 — h*(7)).

b) Condition de neutralité

Cette condition exprime l'indépendance du chemin parcouru au sein de
’arbre binomial.

Considérons pour ce, 1’évolution du prix d’un titre fixé sur deux périodes
de temps:

o P*n42,7)

P*n+1,7+1)
®

(1) (1)

\

Pln, T42) 0 o Pn+2,7)
(2) 2)

[ ]
Pn+1,T+1)

/

. P‘“(n+2,r)
n n+1 n+2
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Deux chemins, (1) et (2), permettent donc de passer de la valeur P*(n,r +2)
a la valeur P*(n +2,7).

L’application des relations d’évolution (5.23) et (5.24) donne successive-
ment, pour le chemin 1,

; Pt (n41,7r41)
141
PH(n+2,7)= P+ 1,1) -R*(7T),
« Pi(n, 7 +2)
i+l _ ‘(in, 7+
Ptn+l,7r4+1)= P(n, 1) h(r+1),
done Pi(n, T+ 2)h(r + LA*(r)
i+l _ ‘(n, 7+ T+ *(r
P*ln+2,7)= Pn, )PH(n +1,1)
Or P(n,2)
i+1 — n,
P +1,1) = L),

En substituant, il vient

Pi(n,7 +2)-h(T +1) - h*(7)

P*(n+2,1)= P(n,2)- k(1)

On obtient de méme pour le chemin 2,

P(n,7 + 2)h*(7 + 1)A(7)
P(n,2)- h+(1)

P (n+2,7)=

En égalant ces deux expressions, il vient

h(r +1)-h*(r) _ h*(r + 1)A(r)
h(1) T A1)

On peut dans cette expression éliminer A* grace a la relation (5.25) puisque

k() = (1 - ph(7))/(1 - p).

En substituant, il vient successivement

Meal), _ (1= ph(r + )A()/(1— p)
Thay PO =R ==

ou

Az + 1)(1 = ph(r))(1 = ph(1)) = (1 — p)h(1)h(r)(1 — ph(r + 1)),
o (1= ph(r))(1 — ph(1)) _ 1 - ph(r +1)
AAT)(1 =) Ar+1)
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ou

1 (1 1 — ph(1)
h(r +1) — (h(f) _P) R()(1-p) TP

1 _ 1 1-ph()) | p(h()~1)
h(r+1)  h(r) RQ)1-p) k(1)1 -p)

En posant ﬁ = 7(7), et compte tenu de la contrainte A(0) = 4(0) =1, on
obtient ainsi un schéma linéaire aux différences finies du premier ordre:

Ar+l)=r)-6+(1-6) (O =1),

ou

o 5= _L—Ph(1)
h(1) — ph(1)

La solution générale d’un tel schéma est donnée par

(0<é<l).

(r+1) =K -85 + K, (K1, K, étant deux constantes).

On a:
Y0) =K+ K;=1.

En substituant dans ’équation, on a
1(157'4-1 + I{Q =(K181 + K2)6 + p(l - 6)

Il en résulte:

I{g = p
K1 =1 - P
La solution finale est donc
1
h(r)=———————— (0<é<]). 5.27
)= s 0<i<D (5:2)
D’autre part
R*(t) = (1-ph(r))/(1 - p)
p
( p+(1 —p)h5’) /-2
& 5k (5.28)
= - = <hiT). .
pra—pe o M
En particulier, § = hT.((lll; cette relation permet de donner au parametre 6 le

rdle d’un indicateur de dispersion, proche de 1 si la variance des taux est faible,
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CONCLUSION

Les deux conditions d’arbitrage et de neutralité ont permis de donner forme
aux fonctions de perturbation des prix h et h*, au travers des relations (5.27)
et (5.28); ces relations montrent que le modele est totalement déterminé:

a) par la structure initiale des prix P(0,-);
b) par les deux constantes p et 8.

11 est également intéressant de traduire I'effet des perturbations engendrées
par le modéle sur la courbe des taux.

Intéressons-nous par exemple a I’évolution du taux au comptant a I'instant
n = 1; selon le scénario de hausse ou de baisse, en utilisant la notation expo-
nentielle (4.8) des taux au comptant, on peut noter

log Pt} (n, 5)
5 .

(1 + B9(n,s)) = —

D’autre part, pour : = 1:

P'(1,s) P(POEO;,.‘I-)I) - b(s)
_ P(O,s+1) 1
= TPO,D pr(-pE
et pour 1 = 0:
POUs) = LRt i)

P(0,s+1) 6
P(0,1) p+(1-p)

1l en résulte pour les taux au comptant:

RW(1,s) = 1 [10 735](0—_:_)1) + log(p+ (1 — p)6")]

RO(1,s) = L [l % +log(p+ (1 —p)6")] —1—logé
= RM(1,s) - logé (5.29)

Les deuz courbes de tauz potentielles sont donc paralléles.

CONCLUSION

Si I’on veut juger des qualités du modéle de Ho et Lee, il y a lieu de noter:
- le respect intégral de la structure initiale des taux; I’ensemble de cette
information, disponible a ’instant initial, est prise en compte;
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- la simplicité de la mise en oeuvre numérique (estimation de deux

parametres).

En revanche, la parfaite corrélation des taux des différentes échéances, que
génére la technique utilisée, peut étre considérée comme irréaliste. Le modele
de déformation plus général, présenté au paragraphe suivant, permettra de
lever cette hypothese.

5.5 Modtle de déformation discret de Heath, Jarrow
et Morton

Heath, Jarrow et Morton ont développé un modéle assez général de déforma-
tion de taux, qui admet tant une version discréte (1990) que continue (1987)
et qui de plus permet de retrouver comme cas particulier divers modeles vus
précédemment.

Nous nous limiterons ici a la description du modele discret, nous contentant
d’indiquer les voies de la généralisation continue.

Les hypotheéses de base du modéle discret seront similaires & celles du
modele de Ho et Lee: ’espace des temps étant noté T = {0,1,2,...}, on sup-
pose que l'on dispose d’obligations zéro-coupon pour les différentes maturités
de ’ensemble T, dont les prix a l'instant initial sont connus.

On notera

P(0, ) = prix d’une obligation zéro-coupon en t = 0, de durée s.

Les taux au comptant et & terme d’une telle obligation seront notés R(0, s)
et r(0,n) (taux & terme entre n — 1 et n) mais nous utiliserons pour ces taux
la notation exponentielle (4.8). Aux instants ultérieurs, on suppose que cette
structure de taux subit des déformations aléatoires. On notera

r(n,s) = taux a terme valable a l'instant n, pour la période (n+s—1,n+3s).

Ces taux sont supposés étre des variables aléatoires, obtenues a partir de
la structure initiale connue, par la relation

r(n,s) = r(0,n+3)+ iaj [ur(j,n + 38) — vy (j,n + 8)] + Z":vl(j,n +s)

=1 =1
+ 2b - fual 4 8) — va(Gym + 8)] + 2 0aldyn + 9),
)=1 =1
(5.30)
ou: - a,,b, ( = 1,...,n) sont des variables aléatoires binaires prenant leurs

valeurs dans {0,1} et dont les probabilités jointes sont données par:
dgoo(f)sia;j=0et ;=0

qo1() sia; =0et bj =1

qio(f)siaj=1letd, =0

gu(j)sig,=letd, =1

avec goo(7) + q01(J) + q10(j) + qu(G) = 1.
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- 4y, Uz, v, vp sont des fonctions aléatoires & valeurs réelles, positives pour
iy, Us, Dégatives pour vy, vy,

Interprétation financiére

La structure initiale des taux a terme est soumise a |'effet de deux chocs
aléatoires, a chaque instant j, représentés par les variables aléatoires a; et b,.
Les chocs peuvent se faire a la hausse (a; = 1 ou b, = 1) au travers de u,(j)
ou u3(j) ou a la baisse (a; = 0 ou b; = 0) au travers de v{(j) ou v3(j). Ainsi
a Pinstant n = 1, suivant ’état initial connu, la structure de taux devient

r(l,8) = r(0,s+1)+a;-(u(l,s+1)—v(1,s+1))+w(l,s+1)
+az - (ua(l,s +1) —va(1, 8+ 1)) + v2(1,5+ 1),

ce qui peut étre représenté sous forme d’un arbre i quatre branches:

r(0,8) + us(1,8) + uz(l,s) (a1=1 az=1)
r(0,5) + u(1,8) + v2(1,8) (a1 =1 az=0)
r(0, ) r(0,8) + v1(1,8) + uz(1,8) (a1 =0 az=1)
7(0,5) + v1(1,8) + v2(L,8) (a1 =0 az=0)

n=20 n=1

Chaque point du réseau est ensuite le départ de quatre branches a Pinstant
suivant, suivant la hausse ou la baisse des deux facteurs.

On peut en particulier expliciter I’évolution du taux SPOT, c’est-a-dire du
taux au comptant sur une période, noté r(n):

r(n) =r(n,1) = r(0,n+1)+ z:aj n(Gn+ 1) —u(fn+ 1))
+Y o(Gn+1)
3t (5.31)
+ Zb.? fua(d,m 4+ 1) —wa(f,m + 1))

i=1

+> v(g,n +1).
i=1
Nous pouvons également obtenir la forme des prix des zéro-coupon; en notant
P(n, s), le prix a I'instant n d’une obligation zéro-coupon, de durée s (échéant
donc & Vinstant n + s), il vient

1=1

P(n,s) = exp (— Z.: r(n,j)) . (5.32)
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On peut obtenir une équation récursive pour ce taux, compte tenu de la relation
récursive des taux a terme:

r(n,j) = r(n—1,741)+ @y [ui(n,n +J) —vi(n,n 4+ j)] + vi(n,n + j)
45, - [uz(n,n + §) — va(n,n + j)] + va(m,n + 5),

14
Pln+1,s) = exp (—Zr(n+1,j))
i=1
= exp (—Er(n,j + 1)) - exp [—an+1 (Eul(n+ Ln+14j)
=1 =1
—nn+1l,n+147j))
_Zvl(n+l,n+1+j)— 1 (2u2(n+1,n+1+j)
=1 =1
—'vz(n+1,n+1+j))—zvg(n+1,n+1+j) .
=1
Or

exp (—ir(n,;‘ + 1)) = exp (—ir(n,j + 1)) - exp(r(n, 1))

3=1 =0
P(n,s+1)
P(n,1)

11 vient donc une expression de récurrence qui rappelle les relations (5.23) et
(5.24) du modele de Ho et Lee:

P(n,s+1) : }
Pln+1l,s) = ———-exp|—ans41- wyyin+l,n+14;
( ) ) P(ﬂ,l) ( +1 (J=Zl 1( » )
—vn+1l,n+1+4j))

_Evl(n'l' 1’n+1 +J) _bn+1 : (EUZ(n+1)n+1+J)
=1 =1

—v(n+Ln+14+7)=d wn+l,n+1+4j)]).
=1
(5.33)
Quatre possibilités se présentent selon les valeurs des deux variables aléatoires
Any1 €t bnyy.
Ainsi, 8’il y a hausse des deux facteurs (c’est-a-dire a, = b, = 1, et donc
hausse des taux entre n et n + 1), I’équation récursive donne

P(n,s+1)

Pn+1,s) = P(n,1)
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X exp (— (ul(n+1,n+l+j)+u2(n+l,n+l+j))) .
=1

QOutre le prix des zéro-coupon, on peut en introduire la valeur actuelle a
I'instant n = 0, en définissant le processus de prix actualisé, par la relation

P(n,s)
exp (023 (7))

(Pactualisation se faisant sur chaque période a I’aide du taux SPOT correspon-
dant, défini en (5.31)).

Compte tenu de la relation élémentaire

P(n,1) = exp(—r(n)),

la relation récursive (5.33) devient, en termes actualisés,

Z(n,s) = (5.34)

Z(n+1,8) = Z(n,s+1)-exp (—an.H (Zul(n+1,n+l+j)

1=1

—vi(n+1,n+1+4j))

—Zv1n+ln+1+] —b,,.H(Z (n+1,

1=1 =1
n+l+j)-wn(ntlntl+j))
—ng(n+l,n+l+j)). (5.35)
=1

Condition de compatibilité

Comme dans le modele de Ho et Lee, les mouvements de la structure des
taux décrits par la relation (5.30) ne peuvent étre quelconques si 'on veut
préserver I’hypothése classique d’absence d’opportunité d’arbitrage: les fonc-
tions uy,us,v; et vy devront dans ce but satisfaire & une relation de compati-
bilité.

Dans le modéle de Ho et Lee, I’absence d’opportunité d’arbitrage a conduit
a la relation (5.26):

Pi(n,7+1) = Pi(n,1) [p- P (n +1,7)+ (1 - p)P'(n +1,7)],

o 0 < p < 1 est une probabilité dite binomiale implicite. En introduisant en
particulier dans cette relation le processus de prix actualisé Z*, défini par la
relation (5.34), ’expression peut se mettre sous la forme:

Z(n, 7+ D) =p-Z(n+1,7)+ (1 -p)  Z'(n+ 1,7). (5.36)
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L’hypothése d’absence d’arbitrage dans le modele de Ho et Lee est donc équiva-
lente a D’existence d’une mesure de probabilité telle que le processus prix actu-
alisé d’un zéro-coupon échéant a un instant fixé soit une martingale sous cette
mesure (mesure martingale).

Cette propriété, loin d'étre une particularité du modéle de Ho et Lee, est
en réalité une caractéristique fondamentale des modeles stochastiques de tari-
fication en I’absence d’opportunité d’arbitrage.

Ce principe fondamental, obtenu par Harrison et Pliska (1981), et qui sera
démontré dans un cadre discret général au chapitre 3, conduit par analogie,
pour le modele de Heath, Jarrow et Morton, au résultat suivant:

PROPOSITION 2.3

Etant donné une famille de fonctions {u1, u3,v1,v;} engendrant la structure
de taux décrite par (5.30), les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) la structure de taux engendrée est consistante avec I’hypothese d’absence

d’arbitrages;
(ii) il existe une mesure de probabilité {7oo(j), %01(7), 10(j), #11(7)} pour les
variables aléatoires a, et b, (7 = 1,...,n), telle que le processus prix

actualisé des zéro-coupon pour une échéance fixée n soit une martingale,

et ce quelle que soit cette échéance n;
(ii1) il existe une mesure de probabilité {#oo(7), 701(J), 710(5), m1(F)} pour les
variables aléatoires a, et &, (j = 1,...,n), telle que:

Too(7) - exp ( va (7,7 + k) + va(7, J+k)

k=1

+ 7Ta(f)-exp ( zvl(m + k) +uzf, 5+ k)

k=1

+ mo(j) - exp ( Eul(J J+k)+va(l g +k))

+ mu(s) -exp ( Zul(m + k) +us(j,j + k)

=1

= 1,
et ce, quelle que soit I’échéance n et ’instant d’observation j.

Démonstration

Comme précisé ci-avant, I’équivalence entre (i) et (ii) résulte d’un résultat
général qui sera démontré au paragraphe 6.1 du chapitre 3.
L’équivalence entre (ii) et (iii) résulte directement de la relation de récurrence
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(5.35) qui donne:

k=1

Z(jn—j) = Z(F—-lin+1l-jlexp (—a,- (nf (i +k) —u(,j+ k))
—va(i,i +k)-b, (ni:,uz(j,i +k)— (5 + k))

- E va(d, g + k)) (5.37)

k=1

Il y a donc bien équivalence entre la relation (iii), et I'aspect martingale du
processus Z, sous la mesure de probabilité considérée. u

Cas particuliers

1) Modéle @ deuz chocs aléatoires court/long terme

La structure des taux & terme est censée étre soumise & deux chocs aléatoires,
le premier représentant des mouvements a court terme, et le second représentant
I'influence du long terme.

Le facteur long terme affecte tous les taux de maniere uniforme tandis que le
facteur court terme est amorti exponentiellement avec I'échéance. On suppose

de plus que la distribution des variables de chocs {a,,b,} est stationnaire dans
le temps et est de la forme

(i) = (1—a)(1-g)
901(1) = (1-a)g
a0(j) = a(l—q)
m(j) = @ -

Il y a donc indépendance des deux chocs. Les volatilités des taux a terme sont
supposées telles que

var[r(n,s) —r(n—1,s + 1)|r(n — 1,5 + 1),b,] = o2

var[r(n,s) —r(n — 1,s + L)|r(n — 1,5 + 1), a,] = o3e™>. (5.38)

La premiére expression modélise la variance uniforme de l'effet long terme; la
seconde expression modélise la variance amortie exponentiellement de D'effet
court terme.

En vue de définir une mesure martingale unique, nous exigeons de celle-ci
le caractére stationnaire et les relations d’indépendance

mo(j) = (1-m)(1-m)
i B (59
‘Fu(j) = T -T2



LES OBLIGATIONS 123

En substituant les relations (5.39), dans la condition de non-arbitrage (iii) de
la proposition 2.3, on obtient la condition

{7"1 *+ €exXp (*Eul(jsj + k)) + (1 - WI) * exp (‘Evl(]‘ﬁi + k)) }

k=1 k=1

k=1

X {7?2 - €Xp (_;i,uZ(j:j +k)) + (1 - 71’2) * €Xp (_nz_fvﬁ(jaj + k)) } =

En ajoutant 'additivité des deux effets, cette condition devient

my - exp (‘ nif“l(j:j + k)) +(1—m) exp (_;i’vl(j’j + k)) =1, (5.40)
-1

k=1
et
n—) n—j )
72 " exp —Euz(j,j+k) +(1—7r2)-exp _sz(Jaj+k) =
k=1 k=1

Compte tenu de ces diverses relations et conditions, Heath, Jarrow, Morton
(1990), montrent que les taux a terme peuvent se mettre sous la forme

r(n,s) = (0, n+s)+ZaJ ¢,+Eb “y-e —3{n+e—7)

+ [log(l + 71 (exp(—(n +ls — 1)111}) - 1)) log(1 + my(exp(—(s — 1) - ¢;) = 1))]

+Z [log(lm(exp(— 5 4 exp(-26 - -1)
. =j+1
~ log(1 + ma(exp(— Z o exp(=2G = 3)) ~ 1)

(5.41)
' 1 =0 /(q(l - 01))1/2 et ¢y = o2/ (qa(1 — ‘12))1/2-

2) Modéle & un choc aléatoire, modéle de Ho et Lee

Montrons que le modeéle de Ho et Lee est un cas particulier de ce modeéle,
en présence d’un seul choc aléatoire.

On suppose dans ce cas: ug = vy = 0.

En utilisant le modele & deux chocs vu ci-dessus et y posant o = 0, les
conditions (5.38) de variance uniforme et (5.40) de non-arbitrage deviennent:
var[(r(n,s) = r(n — 1,8+ 1))|r(n = 1,s + 1)) = &* (5.42)

T - exp (—ni:!’u(j,j +k)) +(1—7)-exp (—Ev(j,j + k)) =1 (543)

k=1 k=1
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La relation (5.43) rappelle la condition d’arbitrage (5.25) du modeéle de Ho et
Lee; ceci résulte directement de la relation (5.33), qui montre qu’en présence
d’un seul effet, la perturbation entre l'instant n — 1 et P'instant n du prix
actualisé d’un zéro-coupon d’échéance fixée est donnée par:

Ho et Lee HIM
n~j
en cas de hausse des prix h(r) exp (— Z (5,7 + k))
k=1

n—j
en cas de baisse des prix h*(7) exp (— 2 u(s,7 + k))

k=1

Montrons que la relation de variance (5.42) est équivalente & la condition
de neutralité (5.28) de Ho et Lee:

var[(r(n,s) —r(n~-1,8+1))|r(n - 1,8+ 1)] =
= var[a, - [u(n,n + s) — v(n,n + s)]],
(a, étant une variable binaire telle que:
Pla,=1)=¢q
P(a,=0)=1—g).
11 vient
var(a, - (u(n,n+ 3) —v(n,n + 8))] = (u(n,n + s) —v(n,n+))?-q- (1 — q)
La relation (5.42) implique donc

a?

(u(n,n +s) —v(n,n +35))* = m,

ou

u(n.,n + .9) = v(n,n+ 8) + W

Les perturbations sur les prix actualisés des zéro-coupon, compte tenu de
(5.37), sont donc liées par

exp (— Y u(n,n + k)) = exp (d Y v(n,n + k)) exp (~s- o/(a(1 - D)),

k=1 k=1
(5.44)
ce qui rappelle bien P'expression (5.28), en identifiant le coefficient §:

§ = exp(—a/(g(1 — @)*'?)
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En substituant (5.44) dans I’expression (5.43), il vient

7 - exp (-Ev(j,j + k)) 8"+ (1 - %) exp (—E”UJ + k)) =1,

k=1 k=1
ou o
expzfv(j,j+k) =(l-x)+x-677, (5.45)
k=1
ce qui est équivalent a la solution (5.27) du modéle de Ho et Lee, moyennant
Iidentification de pa 1 — =
N S
p+(1—p)bn-i’
Cette nouvelle formulation du modele de Ho et Lee permet de plus d’obtenir

une expression explicite de I’évolution des taux a terme.
Compte tenu de la relation (5.45), il vient

h(n - 5)

n—j

> v(j,j + k) =log(1 + x(6"7 — 1)),

k=1

dont la solution est
v(j,j + k) = log(1 + m(8* — 1)) — log(1 + x(§*~* — 1))

et
u(j,j + k) = log(1 + 7(6* — 1)) — log(1 + x(6*~! — 1)) — log 6.

La relation de base (5.30) donne alors:

r(n,s)=r(0,n+s) + ia, - [u(g,n+s) —v(G,n+ )] + zj:lv(j,n-{-s)

=r(t,n+s)+ gai . _—(q(l _aq))lﬁ

+3(log(1 + 7 - ("3 1))  log(1 + = - (611 _ 1),
ou

o n

r(n,s) = r(O,n+s)+W-Za,

1=1

+ log(1+a(6™ ' —1))—log(l +x- (61 —1)). (5.46)

Cette expression montre que les courbes de tauxr engendrées sont paralléles,
leur écartement étant un multiple de la constante o/(g(1 — ¢))/2.
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REMARQUE: VERSION CONTINUE

Heath, Jarrow et Morton (1987) ont également développé une version con-
tinue de ce modéle, les taux a terme étant dans ce cas perturbés non plus
par une suite de variables binaires, mais par des intégrales stochastiques par
rapport a deux mouvements browniens.

6 Théories de 'immunisation

La section 3 a illustré le risque attaché aux titres obligataires malgré leur
apparence sereine. Ce risque est intrinséquement lié 3 ’évolution de la courbe
des taux d’intérét et comprend deux composantes:

- le risque de réinvestissement,

- le risque de réalisation.

Comme déja observé, la variation des taux d’intérét agit de maniére con-
traire sur ces deux éléments. Ainsi, une hausse des taux a un effet bénéfique
sur le réinvestissement des coupons puisque ceux-ci peuvent étre placés dans
de meilleures conditions; en revanche, cette méme hausse dévalue le titre obli-
gataire.

On peut donc penser qu’un certain équilibrage de ces deux phénomeénes op-
posés pourrait se produire, 4 un certain instant “privilégié”; la revente du titre
obligataire a cet instant permettrait ainsi de rester insensible aux mouvements
de la courbe de taux observés depuis 'acquisition du titre.

Cette simple observation est 4 la base de la notion d’immunisation présentée
ici.

6.1 Le concept de duration

L’élément clé dans la théorie de I'immunisation est la notion de duration
d’une obligation. Considérons pour ce un titre obligataire général, tel que défini
au paragraphe 2.1, générant les coupons C, aux temps i =1,2,..., N, et une
valeur de remboursement Ry 4 I’échéance N, de taux de rendement actuariel r.

DEFINITION 2.2

La duration d’une obligation ainsi définie est donnée par:
> -
_ (l + r) (1 +r)N
= R

S oy

En termes financiers, cette notion admet deux interprétations.

-N
D

(6.1)
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Interprétation 1: durée de vie moyenne

La formule (6.1) montre que la duration apparait comme une moyenne
pondérée des temps d’arrivée des cash flows, les poids étant ces cash flows

actualisés.
On peut ainsi qualifier la duration de durée de vie moyenne actualisée d’une

obligation.
On notera en particulier, que pour une obligation zéro-coupon (C; = 0, V:),
la duration se confond avec la maturité du titre.

Interprétation 2: indicateur de sensibilité du prix

La duration constitue également un indicateur de sensibilité du prix de
'obligation, a la variation de son taux de rendement.
Pour ce, considérons le prix du titre:

N 1 1
P=)»C, - R . 6.2
R R (PR 02
En dérivant par rapport au taux r, il vient
dP .. 1 1
R o Er L

Les formules (6.2) et (6.3) impliquent que la duration peut étre définie par
D=—(1+1). i—f/P. (6.4)

Inversement, la duration peut étre utilisée pour déterminer 'impact d’une
variation du taux du marché sur le taux de 'obligation, compte tenu de la
relation différentielle

dP dr
—=-D- ———. .
P (1+7) (6:5)
La duration modifiée, parfois utilisée, est définie par
D= L .
(1+r)

Cas particuliers

Etudions la forme de la duration pour certains types particuliers d’obligation.

a) Obligation zéro-coupon

Comme déja signalé, la duration d’une obligation zéro-coupon se confond
avec sa maturité; il s’agit la d’une caractéristique propre aux zéro-coupon. Les
obligations a coupon ont toujours une duration strictement inférieure a leur
maturité.
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b) Obligation classique au pair

Calculons la duration d’une obligation classique remboursée au pair, telle
que définie au paragraphe 2.4.

Nous noterons i, le taux nominal, et N, la durée. La duration devient:

N
Sijovrr+ NV

=1
D= ~ .
Zi-v’+v”
et
ol
= 1
T (14r)

1=1k=1 k=1 3=k
k=1 r rk:l r
11—V o1 1 oV 1
= = -N. == _Z . N
rl—wo N r r l—v r (l—v+ )
et donc: .
1 1 1
I
r -v r —v
D= i (6.6)

On peut montrer facilement a partir de (6.6) que toute autre chose restant
égale:

1) la duration est une fonction décroissante du taux nominal.
Eremple: durée N = T ans, taux de rendement r = 8%

taux nominal duration
i D
0 7
2% 6,5
4% 6,13
8% 5,62
10% 5,44

2) la duration est une fonction décroissante du taux de rendement.
Ezemple: durée N = 7 ans, taux nominal i = 10%
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taux rendement duration
r D
0 5,76
2% 5,69
4% 5,61
8% 5,44

3) la duration est une fonction croissante de la durée de vie de I’obligation.
Elle admet néanmoins une valeur limite:

lim D =

1
T

N—oo -
1

l
I
+
|

Cette valeur limite est indépendante du taux nominal de 'obligation.
Un concept dérivé de la notion de duration est celui de convexité.

DEFINITION 2.3

La convexité d’une obligation, de duration (6.1), est donnée par:

f: G -i(i+1)+L-N(N+1)
o=@ty L4V 6.7
- N C RN ()
Z t

Sty * (L+r)V

En termes financiers, cette notion peut étre interprétée comme mesure de sen-
sthilité du second ordre du prix.

Considérons pour ce, la formule (6.2) du prix P; en dérivant deux fois, il
vient

F=Z:z(z+1)C',-(T-im'i'N‘(N‘*'l)'RN'(1+W'

i=1

La définition (6.7) peut donc se réécrire
da*pP
- 2
C=(1+r) = /P. (6.8)

Compte tenu des relations (6.4) et (6.8), la duration et la convexité peuvent
donc étre utilisées conjointement pour estimer 'effet sur le prix d’une obliga-
tion d’une variation de faible amplitude des taux de rendement sur le marché.
Un développement du premier ordre conduit a une premiére approximation:

D

AP = —m -P- AT", (69)
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ou Ar = variation du taux de rendement,
AP, = estimation du premier ordre de la variation correspondante du prix.

Le développement du second ordre fera jouer conjointement duration et
convexité:

D 1 c 2

EXEMPLE 2.4

- Soit une obligation classique de taux nominal ¢ = 10%, de durée restant a
courir égale a 7 ans, le taux de rendement étant de 8%.
Les caractéristiques de cette obligation sont:

.01 1

P=§(1 087 * Toay = =1,10413
. 0,1 7
Z’ (1,08) T (1,08
= 1,10413 = 5,44

i'('ﬂ) 0,1 + 56
c VT U esy T (1, 08)7
= 1,10413 = 39, 624.

- Mesurons l'influence sur le prix de ’obligation, d’un changement du taux

de marché de 8% & 7,80%:
1. calcul exact

7
1
P=3, 1078 (1,078)7_1’11533

3—1

2. approzimation du premier ordre

D
= P-—— _.P.A
P] (1+r) r

= 1,10413 4+ 5,037 x 1,10413 % 0,20% = 1,11525

3. approzimation du second ordre

D 1 C
P = P—r - P-Ar4 Sl P (Ar)
: wan DA ey P80
= 1,10413 + 5,037 x 1,10413 x 0,20% + §x33 9715
x1,10413 x (0, 20%)?

= 1,11533
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Cette estimation basée sur la duration et la convexité est donc meilleure.

REMARQUE

Si on se limite a ’approximation du second ordre, on constate qu’a rende-
ment et duration fixés, il y a lieu de préférer 'obligation de plus grande con-
vexité, compte tenu de ce que la variation de son prix sera toujours meilleure,
pour une variation faible du taux de rendement, et ce, aussi bien & la hausse
qu’a la baisse.

DURATION GENERALISEE

La formule (6.1) de la duration, par sa formulation méme, revient & sup-
poser une courbe plate des taux de rendement sur le marché.

On peut néanmoins sans difficultés généraliser la définition, dans le cadre
d’une structure temporelle quelconque des taux.

En introduisant les taux au comptant des obligations zéro-coupon, tels que
définis en (4.1), le prix (6.2) du titre obligataire envisagé peut se réécrire

1

P=) C;+ —————=+4+ RN 77— 6.11
Z RO R TTRO R (6.11)
La définition 2.2 se généralise alors sans peine:
DEFINITION 2.4
La duration généralisée d’une telle obligation est donnée par
. Ry
}: i+ N
1+ R(0, 1+ R(0O, V)N
Do ( ( 1)) (1+ R(0,N)) (6.12)

Ry
E TR TTRON

Si l'interprétation de cette duration en terme de durée de vie moyenne est
évidente, on peut également lui associer un réle d’indicateur de sensibilité,
dans le cas d’un déplacement paralléle de la courbe des taux. En effet, dans
le cadre d’une structure de taux, le prix (6.11) devient une fonction de N
variables (R(0,1), R(0,2),...,R(0, N)).

En différentiant ’expression (6.11), il vient

. 1
dR(0,i) = N - Ry 7 oo 4RO N).
(6.13)

En se limitant a des déplacements paralléles, dans 'espace des variables R(0, 1),
R(0,2),..., R(0, N), on peut noter:

dR(0,1) = dR(0,2)... = dR(0,N) = dR

--L0 rrmon

=1
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et il vient

1
( z("(1+R(o e NR”'(1+R(0,N))~+1)"'R‘

On peut généraliser alors P'expression (6.5) en introduisant & nouveau une

duration modifiée:

dpP
— =-D".dR
P Y

ou

] R
(E(HR(O yn G +R(07N))~+l 'N)

P

5i P'on désire analyser la sensibilité du titre obligataire, aux déplacements non
paralléles de la courbe des taux, on peut introduire la notion de duration par-

tielle (Reitano (1991)).

D‘

DEFINITION 2.5

Le vecteur des durations partielles de I'obligation de prix défini en (6.11)
est le vecteur

ﬁ=(’I)lsD2s"'iDW)!
ou:
1 orP .
—FW G=1,...,N)
j- C/(1+R(0,j))’

(6.14)

Ry
Z a+ R(O :))‘ (1 + R(0, N))¥

i=1
EXEMPLE 2.5

- Soit une obligation classique de taux nominal ¢ = 10%, de durée restant
A courir égale 4 3 ans.
On suppose que la structure des taux au comptant est:

R(0,1) = 8%
R(0,2) = 9%
R(0,3) = 10%.

Les caractéristiques de cette obligation sont alors:

- prix : P = {% + rgep + oy = 1,0032
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- durations partielles :

1. 01
_ } 4
Di = X ogy = 08
1_0,1x2
= = x 222 _0,1539
D2 = X0 =01
1 L1x3
Dy = X iy =267

Supposons que la courbe des taux se déplace de maniére non paralléle, telle
que:

R(0,1) = 7% = R(0,1)+ AR(0,1)
R(0,2) = 10% = R(0,2) + AR(0,2)
R(0,3) = 9% = R(0,3) + AR(0,3).

Le nouveau prix s’établit a:

0,1 0,1 1,1

P={or* wie T woop

= 1,0255.

Une approximation du premier ordre basée sur les durations partielles donne:
P P-(1-D,-AR(0,1)- D, - AR(0,2) — D5 - AR(0,3))
1,0251.

6.2 Immunisation classique
6.2.1 Constatation empirique

Nous avons vu au paragraphe 3.2, que la stratégie dite naive de la ma-
turité, consistant & conserver le titre obligataire jusqu'a son terme, ne per-
met pas, en cas de mouvement des taux d’intérét sur le marché, d’obtenir au
terme un rendement, égal au taux de rendement actuariel ez ante, le risque
de réinvestissement des coupons venant perturber 1'opération. Nous avons
également mis en lumiére, qu’en cas de réalisation anticipée du titre, un autre
risque apparaissait: le risque de plus- ou moins-value sur la réalisation du titre.

Ce cumul de risque en cas de réalisation anticipée est quelque peu amorti
du fait de V'influence contraire d’une variation des taux sur le marché sur ces
deux risques. On peut se demander si, dans certaines circonstances, il n’existe
pas un “instant optimal” de réalisation, ol ces deux risques - réinvestissement
des coupons et plus- ou moins-values - se compensent exactement.

L’exemple qui suit, montre que cet instant n'est autre que la duration de
Pobligation.
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EXEMPLE 2.6

- Soit une obligation classique de taux nominal : = 10%, de durée restante
a courir égale a 7 ans, le taux de rendement étant de 8% (voir exemple
2.4). Son prix est alors de 1,10413, et sa duration de 5,44 années.

- Considérons deux scénarios de variation du taux de rendement sur le
marché, censés se produire juste aprés achat de ’obligation:
- scénario 1: hausse du taux a 9%,
- scénario 2: baisse du taux a 7%.
- Calculons, dans ces deux situations, le rendement obtenu:
- en utilisant la stratégie de la maturité;
- en utilisant la stratégie de la duration.
a) Stratégie de la maturité
Dans ce cas, le titre est vendu a son terme en t = 7, et la fortune finale de
Pinvestisseur, est donnée par:

- seénario 1: Wy(7) = £1_,(0,1) - (1,09) 71 + 1 = 1,920043;

- scénario 2 W,(7) = ;=,(0, 1)- (1,070 + 1 = 1,865402.
Les taux de rendement 3 I’échéance sont donc:

1,920043
M2 1 =
r,(l)-\/ oy L= %0822,

1,865402
==,¢.:__--- —1=0,0778.
re(2) T 10413 ,0778

Ces taux de rendement effectifs different du taux de rendement attendu a
Iorigine, de 8%.
b) Stratégie de la duration

Dans ce cas, le titre est liquidé avant terme en t = 5,44, et il y a lieu de
calculer, dans chacun des deux scénarios, le prix de vente obtenu:

- scénario 1
- prix:

1 1 1 1
P 5, 44 = —_— . 1 . _
1( ) (1,09)0,55 Jgo(o’ ) (1’09)J + (1’09) 1,05692

- fortune:

Wi(5,4) = P1(5,44)+252(0,1)-(1,09)J~1-(1,09)0-“

=1

1,05692 + 0,62160 = 1, 67852
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- rendement: =
re(l) = ‘-“"-}:(:%1—3 —-1=0,08;
- seénario 2
- prix:

Py(5,44) = m . [?:(0,1). (1,;7)1. + (1,107)] —1,08610

=0
- fortune:

5
Wa(5,44) = Py(5,44) + 3(0,1) - (0,7 - (1,07)°* = 1, 67854

7=1

[1,67854
— 544 ) 1=
re(2) = 1,10413 1=0,08

L’exemple montre que dans les conditions envisagées (une seule modi-
fication de taux se produisant juste aprés l'achat du titre, et d’amplitude
“raisonnable”), la stratégie de la duration permet d’obtenir, qu’il y ait hausse
ou baisse des taux sur le marché, le taux de rendement initialement attendu; on
parle alors d’une stratégie d’immunisation: I'investisseur a réussi sur I’horizon
de temps considéré 3 s’immuniser contre le risque de taux.

A partir de cette observation élémentaire, divers modéles dits d’immunisa-
tion se sont développés: ces modeles ont tous pour ambition, d’indiquer, dans
certaines conditions, la stratégie & suivre par I'investisseur pour se protéger
contre I'impact d’un mouvement des taux sur le marché, sur sa situation pa-
trimoniale. Nous développons ci-dessous quelques-uns de ces modéles.

- rendement:

CONCLUSION

6.2.2 Immunisation de titres obligataires

L’approche intuitive présentée ci-dessus d’immunisation d’une obligation,
sur la base de la stratégie de la duration, a été modélisée par Fisher et Weill
(1971).
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THEOREME 2.1

- On considére une obligation a taux fixe, susceptible d'étre revendue a
tout instant sans frais, de maturité donnée T'.
A D'instant initial ¢ = 0, la courbe des taux a terme des zéro-coupon est
donnée par

{r(0,s);0 < s < T},

le prix d’un zéro-coupon étant

¢
P(0,t) = exp—/ r(0, 7)dr.

-On note W(s), (0 < s <T), la richesse obtenue en cas de vente de
I’obligation a l'instant s, sous I’hypothese de maintien de la courbe initiale
des taux a terme.

- On suppose qu’a l'instant t* (0 < ¢* < T), la courbe des taux subit un
choc constant:

r(t*,s) =r(0,8) + A t"<s<T

ou A est constant, de faible amplitude (positif ou négatif). La courbe
est ensuite supposée ne plus subir de chocs.

- On note W*(s), (0 < s < T), la richesse ontenue, dans le cadre de ce

scénario.
- On note D la duration initiale du titre (D < T).

Theése
W*(D) 2 W(D)

quelle que soit la perturbation A, appartenant & un voisinage de zéro.

Démonstration

Toute obligation 4 taux fixe pouvant étre décomposée en une somme d’obli-
gations zéro-coupon, il suffit de démontrer le résultat, d’abord pour une obliga-
tion zéro-coupon, ensuite pour un portefeuille composé de plusieurs obligations
zéro-coupon.

Ftape 1: une obligation zéro-coupon

Le résultat est évident. Pour une obligation zéro-coupon, la duration se
confond avec la maturité du titre. En revendant le zéro-coupon a sa maturité,
il n’y a ni risque de réinvestissement des coupons (en I’absence de coupons), ni
risque de réalisation, étant & 1’échéance du titre. Une meodification, en cours
de vie du titre, de la structure des taux, n’a aucun effet.
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Etape 2: deuz obligations zéro-coupon

On considere deux obligations zéro-coupon A et B, de maturité respective
tiett, (0 <t <t <T). Soit a (respectivement 1 — @), la fraction de la
fortune initiale investie dans le titre A (respectivement B) (0 < a < 1).

Par linéarité de la duration, la duration de ce portefeuille est donnée par

'D=a-t1+(1—a)-t2 (t1<D<t2)

On suppose de plus que le choc sur la structure des taux est antérieur aux
deux maturités:
O<t* <ty <D<y

Lorsqu’un zéro-coupon arrive a terme, on suppose que le produit de sa vente
est réinvesti aux taux court terme modélisés par la structure des taux & terme.

Calculons dans ce cas W(D) et W*(D).
a)

W(D)

i D D
a- exp/ r(0,s)ds - exp/ r(0,s)ds + (1 - o) -exp/ r(0,s)ds
0 u o
= a-(valeur & I’échéance de la premiere obligation) - (facteur de ré-
investissement) + (1 — a) - (valeur de liquiditation anticipée de la

seconde obligation)

D D
= a- exp/0 r(0,s)ds+ (1 —a)- exp]o (0, s)ds

D
= expj0 r(0, s)ds;

t D
W (D) = oz-expf0 r(O,s)ds-exp/ r(t*,s)ds
t
1 [" (© d‘ /" (&, s)ds
+(1— a) -exp T ,8)ds - exp , (s
" 0,s)ds - ex /D(r(O 8)+ A)ds
. 3 . ,
o exp /0 (0, PJ
1 [ r(0,5)ds - ex /D(r(O s)+ A)ds
—_— . s . )
+1-c)-exp [ r(0,)ds-exp [
D D
= a-eA(D_")'exp[) r(O,s)ds-l—(l—-a)-eA(D'”)-exp/D r(0,s)ds
W(D) - (a . eBP-t) 4 (1- a)cA(D"’)) .

On a donc

W D) _  a@-n) 1 — or)e(P-12)
WD) - a-e +(1-a)e
p(A).
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Ce rapport est considéré comme une fonction du choc A. Etudions le com-
portement de cette fonction ¢ au voisinage de zéro. On a:

e(0) = 1.

Montrons que: %'(0) = 0 et "(0) > 0. La thése en résultera.
On a successivement

a)

P(8) = a-(D=1)AP 4 (1 a)(D — t;)et®=)
¢0) = a(D-t)+(1-a)D 1)
= D—(ath+(1—a)-t;)=0

par la définition de D.
b) 9"(A) = oD — 1,)2e2P~4) 4 (1 — a)(D — t;)?eA(P1)
P"0)=a-(D-t)+(1—-0a)- (D-t;) >0

- Le méme résultat peut étre obtenu dans le cas d’un choc postérieur a la
maturité du premier titre.

- D’autre part, le méme résultat peut étre également obtenu dans le cas,
non pas de 2 zéro-coupon, mais d’un nombre fini de zéro-coupon.

Ceci permet donc de conclure, pour une obligation & taux fixe. .

REMARQUE
L’immunisation ainsi obtenue est limitée:
- elle ne s’applique que pour des variations petites de taux (aspect local);
- elle suppose un déplacement parallele de la courbe des taux.
Cette derniére limitation a été progressivement levée et remplacée par des
hypotheses plus générales sur la forme de la perturbation.
Nous présenterons une telle extension, basée sur une propriété de convexité,

dans le cadre du paragraphe suivant, consacré a 'application des théories de
I'immunisation & la gestion actif-passif.

6.3 Application de Pimmunisation: Assets Liabilities
Management

L’une des applications les plus fécondes des théories de I'immunisation
concerne la gestion actif-passif, communément intitulée dans la littérature fi-
nanciére ’ALM (Assets Liabilities Management).

On suppose dans ce cadre qu’un opérateur financier doit honorer dans
Pavenir divers engagements ( Liabilitiesf échelonnés dans le temps, qu'il finance
grace & divers revenus ( Assets) également échelonnés dans le temps, générés par
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un portefeuille d’actifs qu’il détient. On suppose généralement, qu’a Porigine,
il ¥ a équilibre entre la valeur actuelle des engagements et la valeur actuelle
des revenus, 'actualisation se faisant 4 I’aide de la structure initiale des taux
(ou du taux initial, si on utilise une structure plate de taux).

Le probleme principal de la gestion actif-passif est alors le suivant: sous
quelles conditions, cet équilibre initial entre actifs et passifs se maintient-il (ou
s’améliore-t-il éventuellement) en cas de modification ultérieure de la structure
de la courbe des tauz?

Une premiere réponse triviale a ce probleme est fournie par la notion de
portefeuille d’actifs dédicacé a une structure d’engagements. On considére
pour ce:

- d’une part, un portefeuille d’engagements connus noté (L, L, ..., Ls, ),

L, représentant I'engagement a verser a I’époque t;;
- d’autre part, un portefeuille d’actifs générant des revenus connus notés
(A4, Aty .-, As,), Aq, représentant le revenu généré a 1’époque ¢;.

D’une maniére générale, certains éléments de ces deux vecteurs peuvent
étre nuls; il n’y a pas nécessairement coincidence entre le paiement d’un en-
gagement, et la perception d’un revenu.

DEFINITION 2.6

Le portefeuille d’actifs (A, , Ag, - - - Ay, ) est dédicacé au portefeuille d’enga-
gements (Ly,, Ly,, ..., Ly,) ssi:

Ag' = Lg' VI'.

COROLLAIRE

Lorsqu’un portefeuille d’actifs est dédicacé & un portefeuille d’engagements,
Péquilibre des valeurs actuelles est maintenu, quelle que soit la structure des
taux.

Dans ce cas particulierement “rassurant” pour l'opérateur, les conditions
du marché financier, modélisées par la structure des taux, sont indifférentes:
les revenus permettent & chaque instant d’exactement payer les engagements.

11 s’agit donc la d’une condition suffisante d’immunisation.

Cette situation, éminemment confortable, est malheureusement en pratique
rare, voire utopique: il n'y a jamais parfaite adéquation entre les revenus et
les engagements.

On peut alors se demander, dans le cas ol il n’y a pas cette dédicace, s’il
est encore possible de trouver des conditions d'immunisation.

La réponse, a été fournie, dans le cas d’une structure plate des taux par
Redington dés 1952, dans une étude concernant ’exposition des compagnies
d’assurance-vie au risque de taux d’intérét.
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THEOREME 2.2

- On considére un portefeuille d’engagements et un portefeuille d’actifs
équilibrés compte tenu du taux d’actualisation initial noté é:

N N
Y Ae =Y Ly . (6.15)
=0

=0

- On désire que cet équilibre soit maintenu, voire amélioré, en cas de mo-
dification du taux du marché é, qu’il s’agisse d’un mouvement a la hausse
ou a la baisse de ce taux, de faible amplitude.

- Une condition suffisante est que I’on ait simultanément:

a)

N N
Z Ahe—b't. — Z L!le—ﬁt.
=0 1=0
b)
N N
Yot Ay et =30 Ly, et (6.16)
1=0 =0
<)
N N
Y2 Ae™™ >Y 2L, e (6.17)
=0 =0

Démonstration

On note N;, = A,,— Ly, et on définit le surplus actualisé au taux d’actualisation
§ par:

N
S(8) = th_ ce—t
1=0
Nous cherchons des conditions nous assurant que lorsque § passe a § + ¢, on
ait:

S(6+ €) > S(6)

(€ positif ou négatif, mais suffisamment petit).
Un développement en série de Taylor donne

S(6+ €)= S(8) +eS'(6) + S"(6+ €)/2
ol }¢] € [0,¢] -

Si € est suffisamment petit, $"(6 + £) = 0, et la thése en résulte, compte tenu
de ce que:

N
S@E) =Yt Ny-e™® =0 par b),
=0
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N
§"(6) =3t -N,e ™ >0 par c).
=0
Et donc:
S(6+¢€) > S(8).
n
REMARQUES
1) Compte tenu de la condition a), la condition b) peut se réécrire:
N N
Zt,' . Ag. . 8_61' Z t.’ . Lg! . C-&'
=L = =% , (6.18)
Z: A z Ly, - e o
i=0 =0

ou encore
Dy =Dy,
ou D4 = duration des actifs
Di, = duration des passifs.
C’est la célebre formule d’égalité des durations des actifs et des passifs, qui
s'ajoute a la condition classique a) d’égalité de valeurs actuelles.

2} Ce modéle de Redington, devenu un paradigme de la gestion financiére,
n’est pas exempt d’une certaine naiveté; 'hypothese de déplacement paralléle
d’une courbe de taux plate, est notamment contraire aux modéles d’équilibre,
et conduit & des opportunités d’arbitrage.

3) Shiu (1990) a généralisé ’approche de Redington au cas d’une structure non
plate de taux d’intérét. Dans ce modele, toujours déterministe, on suppose que
le surplus actualisé & ’aide d’une structure initiale non plate est positif:

S(r) = g:o(At, —L,)-exp (- /0 " r, f)df) >0.

La structure initiale est supposée perturbée par un déplacement non nécessaire-

ment parallele:
r*(0,s) = r(0,3) + €(s).

On cherche & nouveau des conditions pour que
S(r*) = S(r).

En développant, il vient:

N
5(*) - S(r) = Z;n:. () -1,
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ol
t,
- o ([ o)
7y, t, * €Xp /0 r(0,s)ds
) = exp— f' e(s)ds
f i) = P A .
En développant en série, la fonction f:
1., .
&) = JO) +£0)-t+5f(&)- (ot & € [0,1))

L— () +5°(6) -

En substituant:
N 1N
S(r*) — 8(r) = —e(0) D_ti - ne, + 52"? ‘g, - f7(&,)-
=0 =0
En supposant les conditions du théoréme de Redington remplies, c’est-a-dire:

N N 4
Et.nu = Et; (A, = Ly,) - exp_[, —r(0,7)dr =0

=0 =0

N N '
Zt?nt. = Et? (A, — Lt.)exp./ —r(0,7)dr > 0,
)

=0 1=0

et en supposant de plus, que pour tout w positif:

N
soit Y _ny (i —w)t >0
i=0

N
soit ¥ n (t; —w)* <0,

=0

on peut écrire (voir Shiu (1990)), par le théoréme de la moyenne:

1. . X
S§(r*) = S(r) = 3£ - doth .

1=0

D’autre part:
t
() = —e(t)-exp— / e(s)ds
0

f't) = €é(t) - exp— /: €(s)ds — €(t) - exp — j: €(s)ds
f) - (@)= €(2)) -

En particulier, si la structure des chocs est telle que €2(-) > €(-), le résultat de
Redington se trouve étendu, sous les conditions mentionnées ci-dessus.
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6.4 Duration stochastique

La notion de duration introduite précédemment a été définie dans un cadre
déterministe de structure de taux.

S’agissant de mesurer la sensibilité d’un titre obligataire au mouvement de
la courbe des taux, il n’est guére surprenant que les modeéles stochastiques de
structure de taux étudiés a la section 5, aient a leur tour engendré une version
stochastique de la notion de duration.

On considére pour ce, que le taux d’intérét instantané - taux SPOT - obéit
a ’équation différentielle stochastique (5.1):

dr(t) = F(t r(D)dt + p(t, r(t))du(t),

et que le processus prix des obligations zéro-coupon est solution de I’équation
aux dérivées partielles (5.7):

P
6 ‘|"(f+P )'_"+— T—TP':O,

ol ) est le prix du risque sur le marché (voir (5.6)).
On géneére ainsi la gamme des prix zéro-coupon:
{P(t,s,w) = P(t,s,r(t));t € [0,s],s € [0,T]}.
Cette gamme de prix se substitue aux facteurs simples d’actualisation du type

; utilisés au paragraphe 6.1, dans la définition de la duration classique.

(14 r)*-
On dispose de plus d’un titre obligataire a revenu fixe, générant des cash
flows connus, notés C = (C},Cs,...,Cn) aux instants futurs ¢,,t,,...,¢N,

(t(tl <ig... <tN)
La valeur de ce titre & I'instant ¢ est alors donnée par
_ N
V(t,r(t),C) = 3 C, - P(t,t,r(t)). (6.19)
1=1

S’agissant de mesurer la sensibilité de cette valeur aux variations des taux, il
semble naturel de définir la grandeur suivante.

DEFINITION 2.7

Le risque de base de ’échéancier C est donné par la grandeur

Q(t,?‘(t),é) = (t—rl(t)é_) V(t T(t) C)

0 r(t) C)ZC P(t t,,r(t)).
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La duration stochastique découle directement de celle de risque de base, mais
apres application d’un changement d’échelle, en vue de maintenir I'égalité entre
duration et maturité pour une obligation zéro-coupon.

En notant C,, le cash flow unitaire engendré en s pour une obligation zéro-
coupon de maturité s, il vient,

1 8
"B ol bert)

®(3),

Qt,r(1),C.,)

en considérant P'instant ¢ fixé, et en ne retenant que la seule dépendance par
rapport & la maturité.

Ceci conduit a la définition de duration stochastique:
DEFINITION 2.8
La duration stochastique de I’échéancier C est donnée par la grandeur
D(t,C) = ¢ YOt r(t),C)) -t

N
2; @(t,) - C, - P(t,t,,r(t))

_l-

" —t. (6.20)

N
Y C. - P(t,t;,r(1)

=1

En particulier, pour un zéro-coupon de maturité s, on a bien

D(t,C)=s5—-1t.

EXEMPLE: MODELE DE CoX, INGERSOLL ET RoOSS

En utilisant cette structure de taux présentée au paragraphe 5.3, il vient
compte tenu de la relation (5.19):

P(t,s,r) = A(t,s)-e"B("')",
Q(t,r(1),C,) B(t, s)

B 2(exp(g(s — 1)) — 1) = Bls xé
~ (at+T+g)explg(s —1))—1)+29 Pl (9

ol a, 7, g sont des constantes du modeéle.
L’inverse de cette fonction est donné par

1 29z
=-log|l-— t
C(=) gOg( x(9+r+a)—2)+’
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et la duration stochastique s’obtient sans difficulté:

Z B(t,) - C; - P(t,t;,7(t))
D(t,C)=C | =+ —1. (6.21)
>.C, - P(1,t,,r(t))

1=1

La notion de duration stochastique est également liée 4 la notion d’immunisation;
on peut montrer sans difficultés, la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4

Soient X et Y respectivement un flux d’actifs et un flux de passifs d’échéances
fixés t1,%3,...,tn. On suppose qu’a I'instant t, on a

V(t,r(t),X) = V(t,r(1),Y),

c’est-a-dire N

ZX P(t,t,r(t)) =D Y, - P(t,t;,r(t))-

i=1 =1
Alors _ _

dv(t,r(t),X) = dV(¢,r(1),Y),
si
D(t,X)= D(t,Y).

L’égalité des durations stochastiques implique I'égalité des différentielles stochas-
tiques des processus valeur actuelle des actifs et des passifs.

7 Obligations a taux variable

Les sections précédentes ont illustré le risque d’exposition des obligations
au risque de taux d’intérét.

Plutodt alors que de tenter de se protéger grace a des techniques d’immunisa-
tion contre des variations de rendement, une autre approche consiste, en
s’appuyant sur cette variabilité, & intégrer dans 'obligation, une liaison des
coupons aux conditions de marché.

De tels produits financiers, que nous désignerons sous le vocable général
d’obligation & taux variable, sont apparus sur certains marchés.

L’indexation des coupons, sur des taux liés i la date de leur paiement,
permet de diminuer fortement le risque de réalisation; il entraine un meilleur
partage du risque.

D’autre part, par rapport a une stratégie d’investissement court terme, qui
permet également de suivre I’évolution des taux de marché, les obligations a
taux variables conduisent & une réduction des coiits de transaction.
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7.1 Définitions générales

Une obligation d taux variable est une obligation & coupons pour laquelle
le montant des coupons varie en fonction de ’évolution d’un indice défini a
I’émission.

En notant {C},C:,...,Cn} la suite des coupons d’un tel titre, on note

Co=a-It-kd+8 (t=1,...,N), (7.1)

oll a = marge nominale multiplicative (0 < a < 1);

I(t — k,d) = indice défini comme une moyenne de taux de marché sur un
intervalle de temps de longueur d, entre les instants t — k —d et ¢t — d;

k = parametre de retard;

B = marge nominale additive.

On peut donc noter

I(t—k,d) =

-

d
Z—:l(t—k_J)v

ol i(-) est la référence marché utilisée.
Cette référence marché peut étre aussi bien une référence longue (par
exemple, taux du marché obligataire) que courte (par exemple, taux monétaire).
En ce qui concerne le paramétre de retard k, on distingue généralement,
dans la nomenclature des obligations a taux variable:
- les obligations d taux révisable, pour lesquelles & > 1; on connait donc la
valeur du coupon C,, dés ’époque ¢ — 1, c’est-a-dire dés le moment ou il
comimence a courir;

- les obligations d tauz variable proprement dit, pour lesquelles ¥ < 1;
on ne connait donc pas la valeur du coupon C, a I’époque ¢ — 1 ot il
commence & courir.

En ce qui concerne la marge multiplicative, ces deux valeurs limites sont:

a=1: 1l y a indezation compléte des coupons;

a = 0: cas des obligations a taux fixe.

La marge multiplicative étant fixée (caractéristique intrinséque du titre), la
marge additive résulte alors des conditions de marché au moment de I’émission
de 'obligation. On peut donc considérer, au niveau d’un marché, que cette
marge, dépend de 'instant d’émission du titre, et de sa marge multiplicative
(et ce, outre les autres caractéristiques du titre: durée, référence,...).

On peut donc noter:

B = Bla,t)

= marge additive & appliquer & un titre émis en t.



LES OBLIGATIONS 147

On notera en particulier:

B(L,t) = B (7.2)
= marge additive standard, applicable & un titre

complétement indexé émis en t.

7.2 Technique de cristallisation

La méthode traditionnelle d’analyse de ces titres consiste & figer (“a
cristalliser”) les conditions de marché qui prévalent a I'instant d’évaluation,
pour le futur. On se retrouve ainsi de facto au cas des instruments & taux fixe.

Considérons en ¢ = 0, un instrument & taux variable de coupons de forme
(7.1) émis au pair, ou on suppose:

a = 1 (indexation compléte);

B = Po;

n = durée de vie du titre résiduelle a 'instant courant ¢.
A P'instant courant t, on notera f;, la valeur de la marge additive pour un titre
similaire, mais émis & la date t (échéant en t + n).

On notera P(t) le prix & P'instant ¢ de P’obligation émise & I’origine; les
coupons de ce titre a partir de I'instant de cristallisation ¢ sont alors supposés
étre donnés par

Co=It—k,d)+B=L+p (s=tt+1,...,t+n).

On notera la technique de cristallisation dans cette formule: les valeurs futures
de I'indice sont fixées & son niveau atteint.

D’autre part, le taux de rendement de marché de ce titre a I'instant ¢, doit
correspondre a celui d’un titre de méme nature, émis a I'instant ¢, c’est-a-dire,
Ii + 5.

La valeur du titre devient donc

1 1
PO =+ b L g ay T T

=1

(en supposant une valeur de remboursement unitaire)
ou
= 1
Pit) = (Li+ +
(t) (% ﬂ‘)z 1+I+Bt) 1+ +8)

1+ (fo— B)- gm (7.3)

L’écart de prix avec la parité est proportionnel a la différence de marges addi-
tives. Cet écart de marges additives est appelé marge actuarielle cristallisée.
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7.3 Evaluation par arbitrage

La technique de cristallisation présentée ci-dessus, si elle a le mérite de la sim-
plicité, évacue néanmoins le caractére aléatoire, qui conditionne précisément
les obligations 2 taux variables.

Les méthodes stochastiques de tarification par arbitrage se devaient donc
de s’appliquer 3 ce type d’instrument.

Nous développons ci-dessous une technique d’arbitrage pour les obligations
4 taux révisables; nous indiquerons I’équivalent pour les obligations & taux
variable.

On s'intéresse dans ce cadre, & une obligation a taux révisable z, référencée
sur l'indice I, de marge multiplicative a, de marge additive #, émise en { = 0.
A linstant courant t, le titre a encore une vie résiduelle égale 4 n (terme en
t + n); d’autre part, & I'instant courant ¢, la marge additive pour un titre émis
a cet instant, de terme t + n, et de méme référence I, est notée B(a, t).

On suppose que l'on dispose a l'instant ¢ de la gamme des zéro-coupon
(voir (4.4)):

1

P(t,i) = m

On notera également

A(t,n) = ZP (t,1), (7.4)
=1
que nous appellerons annuité.

On considére enfin un titre dit standard y, c’est-a-dire de marge multi-
plicative unitaire, référence sur le méme indice, de marge additive 5(t), émis
a linstant ¢. Les coupons des titres x et y sont donc donnés par:

-titrez: CF=a-I(s—k)+B8(s=t+1,...,t +n) (on suppose ici la
référence instantanée, et non pas sous forme de moyenne d’indice sur une
période; I(s — k) désigne donc la valeur de I'indice a I'instant s — Ic)

Stitrey: Cly = It)+B(t) (s =t+1), C¥ = I(s — k) + B(t) (s
t+2,...,t+n).

(Le coupon a l'instant t 41, est adapté de telle maniére a ne pas faire intervenir
de taux antérieurs a la date ¢ d’émission du titre y).

On a alors la relation suivante d'équivalence, qui permet la tarification du

titre z.

PROPOSITION 2.5

a) Un placement unitaire en U'instrument z a l'instant  est équivalent au
portefeuille composé de:

(1) @ unités du titre y;

(2) B — af(t) unités d’un titre annuité (voir (7.4));

(3) (1 — @) unités d’un zéro-coupon échéant en ¢ + n;
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(4) Cfy — al(t) — 2 unités d’un zéro-coupon échéant en t + 1.
b) En I’absence d’opportunité d’arbitrage, le prix a I'instant ¢ de I'instrument
r & taux révisable est

PA(t) = a+(B-aB(t)- Altin) + (1 - a)P(t,n)
+HCfy —al(t) = B) - P(t,1). (7.5)

Démonstration

a) Il suffit de montrer que le portefeuille mentionné génére les mémes flux que
Pinstrument z:

(t+1) (t+2,...,t+n-1) (t+n)

(1) e(I(t) + A(1) a(I(s—k)+B(t) a(l(t+r—k)+8(1)+1)

(2 B-a-B(1) B—a-pB(t) B—oa-B(t)

3) - ) - l-a

(4) Ciy—alt)-5 -

2 al(s—k)+ 8 al(t+n—k)+8+1

Il y a donc bien équivalence des flux générés, et la propriété b) en résulte,
compte tenu de la parité du prix standard y a I'émission. ]
REMARQUES

1) La marge additive f(c,t) a 'instant ¢, pour un titre émis au pair, et
possédant une marge multiplicative a, est reliée & la marge A(t) d’un titre
a marge multiplicative unitaire, par la relation:

(1—a)-(1 - P(t,n))

A +a- B(t). (1.6)

Bleyt) =

Cette relation permet de se limiter & 'aide de la marge 3(t), & des titres &
marge multiplicative unitaire.

La relation (7.6) est un corollaire direct de la formule de prix (7.5), compte
tenu de la parité P7(t) = 1 du titre.
2) La formule (7.5) peut également étre obtenue d’une maniére analogue pour
les obligations & taux variables (k > 1).






Chapitre 3
Les options

1 Introduction

Figurant parmi les objets fétiches de la finance moderne, les options
ont & la fois suscité un nombre considérable d’études théoriques et connu
un développement prodigieux sur certains marchés financiers, au point d’y
dépasser en volume les transactions sur les titres classiques. Les deux princi-
pales caractéristiques des options, qui en conditionnent la modélisation, sont:

- la nature stochastique intrinseéque: si les actions ou les obligations peu-
vent étre envisagées dans un univers déterministe avec prévision parfaite
du futur, les options, en tant que titre financier, n’ont de sens qu’en
univers aléatoire;

- I'existence d’un actif sous-jacent: par construction, les options con-
stituent des titres conditionnels, dont I’existence et la valeur sont liées
i I'évolution d’un actif sous-jacent; ce dernier peut étre de nature trés
diverse, mais doit présenter un caractére incertain quant & son évolution
future; on parle ainsi d’options sur actions, sur cbligations, sur taux
d’intérét, sur devises,...

Toute modélisation en matiére d’options reposera donc au préalable et
fondamentalement, sur le choix d’une modélisation stochastique adéquate de
Pactif sous-jacent.

Aprés avoir, a la section 2, introduit les principales définitions et présenté,
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a la section 3, quelques propriétés générales élémentaires des options, nous
présenterons, a la section 4, les modeles d’évaluation d’option sur actions;
nous étudierons notamment de maniére approfondie le célebre modéle de Black
et Scholes. Dans un méme ordre d'idées, la section 5 sera consacrée aux
modeles d’évaluation d’option sur obligations. Dans les deux cas, nous nous ap-
puierons naturellement sur les modéles stochastiques d’actions et d’obligations
développés dans les deux premiers chapitres.

Nous présenterons & la section 6 un modéle général de tarification des droits
conditionnels, qui permettra de dégager les concepts fondamentaux de tarifi-
cation des options. La section 7 sera consacrée a une application de la théorie
des options en assurance-vie.

2 Définitions générales

Nous présentons ici quelques notions de base liées aux options, ainsi qu’un
exemple élémentaire.

Une option est un contrat conférant le droit d’acheter ou de vendre une
quantité spécifiée d’un actif a un prix déterminé d’avance, tout au long d’un
intervalle fixé ou & une échéance fixée.

On parlera d’option d’achat ou d’option de vente selon qu'il 8’agit d’acheter
Pactif ou de le vendre.

On parlera d’option eméricaine lorsque ’option peut étre exercée tout au
long de l'intervalle fixé; lorsqu’elle ne peut étre exercée qu’a une échéance fixée,
on parlera d’option européenne.

L'actif lié au contrat d'option est généralement appelé actif sous-jacent; le
prix auquel, suivant le cas, il peut étre acheté ou vendu, et qui est fixé lors de
P’émission de 'option est appelé priz d’ezercice.

L’option implique un droit et non une obligation d’acheter ou de vendre,
comme c’est le cas dans le contrat & terme.

Les deux parties contractantes de l'option sont ’émetteur de l'option et le
détenteur de I’option, qui peut exercer le droit a charge de I'émetteur; on dit
dans ce dernier cas que l'option est exercée.

EXEMPLE 3.1: OPTION SUR DEVISE

Considérons une option d’achat européenne en dollars contre des francs
suisses: il s’agira d’un titre donnant le droit d’acheter un nombre fixé de
dollars, & une époque future T, 4 un taux de change prédéterminé, K (nombre
de francs suisses nécessaires pour un dollar).

L’option pourra é&tre exercée utilement a la date T si, a cette date, le taux
de change effectif est supérieur & K: dans ce cas, le détenteur exercera son
droit d’achat.

En revanche, si a la date T, le taux de change effectif est inférieur & K, le
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titre d’option sera devenu sans valeur.
Si Xt dénote le taux de change effectif a la date T, alors la valeur de
loption & la date T est donnée par

H = (X1 - K)*.

H/\

3 Propriétés générales

Le principal probléme de la théorie des options est I’évaluation de la valeur de
ces titres, notamment lors de leur émission, mais également tout au long de leur
durée de vie, permettant ainsi de transformer ces titres en titres négociables sur
un marché secondaire. Nous verrons que ce probléme d’évaluation est évident
dans deux situations:

- lorsqu’on se trouve & I’échéance de 'option;

- lorsque le titre sous-jacent connait une évolution déterministe.
En revanche, le probléme trouvera toute sa richesse, et par la méme le titre
d’option tout son sens, lorsque I'actif sous-jacent est de nature aléatoire,

3.1 Notations

Nous adopterons dans la suite les notations suivantes:
S = valeur de P'actif sous-jacent. Il s’agira le plus souvent d’un processus
stochastique {S(t,w)[t € [0,T],w € 02}; il sera supposé non négatif;
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K = prix d’exercice de 'option;

T = durée totale du contrat d’option;

T = durée résiduelle du contrat T' — t (ou t désigne le temps courant);

u = 1 4+ r = taux de capitalisation au taux sans risque;

C(S,, K) = valeur d’une option d’achat {ou call) d’actif sous-jacent S, de
prix d’exercice K et de durée résiduelle 7;

P(S,7,K) = valeur d’une option de vente (ou put) d’actif sous-jacent S,
de prix d’exercice K et de durée résiduelle 7.

Sauf mention contraire, nous supposerons dans la suite:

- que l’actif sous-jacent ne paie pas de dividende ou coupon durant la durée
du contrat d’option,
- qu’il s’agit d’une option européenne.

3.2 Valeurs a 1’échéance

Lorsqu’on se place & I’échéance du contrat d’option (c’est-a-dire pour un
temps résiduel nul), le probléme d’évaluation devient élémentaire, puisqu’il
s’agit alors simplement de comparer le prix de I'actif sous-jacent directement
observé au prix d’exercice proposé. On a donc de maniere élémentaire:

PRroOPRIETE 3.1

La valeur & ’échéance d’une option d’achat ou de vente, est donnée par

C(S,0, K)
P(S,0,K)

max(0,S — K) = (§ — K)*, (3.1)
max{0, K — §) = (K — 9)*.

3.3 Valeurs en univers certain

Lorsque ’évolution future de l’actif sous-jacent tout au long du contrat
d’option, est connu des 'origine, le probleme est faussé, le titre d’option per-
dant comme déja signalé “toute saveur”. Si §(T') désigne la valeur connue, dés
Iinstant ¢ = 0, de I'actif sous-jacent a ’échéance, alors la valeur de l'option
sera donnée, tout au long de la vie du contrat par

C(S,1,K)
P(S,7,K)

max(0,(S(T) - K)u™")
max(0, (K — S(T)u™").

3.4 Evaluation en univers incertain:
exemple élémentaire

En vue d’introduire ’évaluation des options, en univers aléatoire, nous
nous intéresserons a 1’évaluation de I'option sur devise de ’exemple 3.1, dans
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le cas d’un scénario élémentaire. Nous leverons une partie du voile, puisque
nous annoncerons déja, sans le démontrer mais en le justifiant, le principe
fondamental de tarification des options.

Comme précisé i I’exemple 3.1, nous noterons:

Xr(w) = taux de change effectif des francs suisses en dollars, a I’époque
future T, modélisé par une variable aléatoire;

K = taux de change prédéterminé (taux d’exercice).

La valeur & ’échéance de I'option d’achat est donc également une variable
aléatoire:

H(w) = (Xr(w) - K)* .

Nous recherchons la valeur d ’origine de cette option. Considérons & titre
d’exemple, la situation suivante:

Xo = 1,35 r=0
K = 1,45
T =1

X (w) = 1,75 pour w = w,, avec une probabilité 1
771 0,8 pour w = w,, avec une probabilité 1.

Dans ce cas, la valeur a I’échéance de I’option est la variable aléatoire

Hw) = 0,30 pour w = wy, avec une probabilité 1
“7=1 0 pour w = w,, avec une probabilité 5

En vue de déterminer la valeur & l'origine de ce titre C, étant en présence
d’une variable aléatoire, on pourrait songer & des principes classiques tels que
le principe de l’espérance mathématique:

C = EH(w) =o,30-%=0,15.

On pourrait également moderniser son point de vue et considérer que le prix
de ce titre dépendra de I'aversion au risque de son détenteur, en utilisant la
théorie de 1'utilité.
Or la théorie des options nous apprend l'inexactitude de ces deux points
de vue:
- le prix de l'option est unique et n’a que faire de ’aversion au risque de
'investisseur,

- le prix de ’option est indépendant de la distribution de probabilité de la
valeur a ’échéance de Pactif sous-jacent.

Montrons, sans le démontrer, comment la théorie des options aborde la
tarification de cette option d’achat:
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a) On cherche une mesure de probabilité @ sur I'espace @ = {w1,w;}, telle
que pour cette mesure, ’actif sous-jacent soit une martingale:

Xo =Eq (Xl)a

c’est-a-dire dans I'exemple considéré:

1,35 = ¢-1,754+(1—q1)-0,8
55
95"
b) On applique, pour calculer le prix de 'option, le principe de V'espérance
mathématique, mais en utilisant cette mesure @, appelée mesure-martingale:

aq =

C=EgH =10,30- % = 0,17368.

Comme annoncé, ce prix esit unique et indépendant de la distribution réelle
de probabilité; il est basé sur une mesure dile mesure-martingale construite
artificiellement.

A Taide d’un raisonnement de transaction, il est possible de justifier a
posteriori ce prix.

Considérons, en effet, ’'opération initiale suivante en ¢ = 0, qui ne nécessite

aucun investissement, et qui est censée étre effectuée par 1’émetteur de I'option
sur devise:

- on vend l'option & un prix & fixer,
- on emprunte des francs suisses,
- & ’aide de ces deux ressources, on achéte des dollars.
A I’échéance de 'option, on réalise ce portefeuille:
- on exécute la promesse d’option vis-a-vis de son détenteur,
- on rembourse le prét en francs suisses,
- ces opérations sont financées par la revente des dollars.
En £ =0, la position initiale est:

option: T (prix inconnu)
emprunt: z (nombre de francs suisses empruntés)
achat: —1,35y (achat de y dollars

au cours initial de 1,35)

Wo=z+2-1,359

En t = 1, la situation du portefeuille est, selon I'état du monde:

W w2
option -0,3 0
emprunt -z -z
vente de dollars 41, 75y +0, 80y

Vilw1) = 1,75y — 2 — 0,30 Vi(w) =0,8y — 2
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Choisissons les quantités y et z, telles que I'opération finale ne dégage ni
perte, ni gain, quel que soit ’état du monde:

Vi(wy) = Vi(w,) = 0.

Dans ce cas, il faudra également, par un raisonnement d’arbitrage, que Vg = 0;
il y aurait a défaut, selon le cas, profit ou perte certaine.
11 vient donc

1,7y —2-0,30=0,8y—2z=2+4+2z-1,35y=0.

De deux premiéres conditions, on tire les valeurs de y et z:

3_q
T
30 24
Z = 0,853—@

La troisitme condition nous livre alors la valeur de z, c’est-a-dire le prix
recherché de I'option:

30 24
=1,35y—z = 1,35——-:0,30(
’ y-z 95 95

35
0,30 95 0,17368 ,

13 _50)
95 95

c’est-a-dire le prix annoncé.

Outre la détermination du prix de 'option, cette justification montre égale-
ment comment peut étre financée I'option, du point de vue de I’émetteur. En
effet, le portefeuille W constitué de emprunt de z francs suisses et de ’achat
de y dollars, permet de dupliquer 'option de maniére parfaite, en t = 1. En
effet, ce portefeuille vaut, selon I’état du monde:

30 24
-pourw=w1:Wl(wl)z1,75y—z=1,75-§—g=0,30
30 24
: twp: Wi(wo) = 0,8y — 2= 0,8 — == =0.
pour w : wy : Wy(w;) = 0,8y — 2 0,895 o5 0

La valeur initiale de ce portefeuille doit donc également correspondre au
prix de 'option en ¢t = 0:

30 24

Wo=1,30y —2=1,35—— — =0,17368 .

° yos 95 95

On obtient donc le principe suivant de tarification, qui est également une

stratégie de couverture pour I’émetteur, puisqu’elle lui permet, & I'aide d’actifs

disponibles, de dupliquer exactement, quel que soit ’état du monde, les effets

de 'option: on crée un portefeuille constitué d’actifs sous-jacents qui donne
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d échéance le méme résultat que Uoption, quel que soit l’état du monde; st
un tel portefeuille peut étre obtenu, le priz de option coincide avec la valeur
initicle de ce portefeutlle; option se trouve parfaitement dupliquée.

Ce principe pose bien sir des probléemes d’existence de telles stratégies
“dupliquantes” et d’unicité du prix induit; ces aspects seront étudiés dans un
cadre théorique général a la section 6.

L'énoncé de ce principe permet d’autre part de mieux comprendre les
deux sentences énoncées plus haut, qui avaient pu paraitre quelque peu in-
solites: l'indépendance du prix de 'option vis-a-vis d’une part de V’aversion
au risque de l'investisseur, d’autre part, de la distribution de probabilité de
’actif sous-jacent. En effet, malgré le caractére fortement aléatoire de I'option,
déja mentionné précédemment, son principe de tarification est induit par une
stratégie visant ¢ se couvrir, non pas en moyenne, mais quel gue soit U'étal du
monde: 'aspect risqué est ainsi d’'une certaine fagon parfaitement contreba-
lancé; ’aversion au risque est donc non pertinente, et les probabilités réelles
attachées & chaque état du monde n’importent pas, I'inventaire des états du
monde étant suffisant.

3.5 Bornes sur les prix
Les prix des options d’achat et de vente satisfont aux inégalités suivantes.
PROPRIETE 3.2

max(0,5 — Ku™")
max(0, Ku™" — §)

C(S,m,K)< 8 (3.2)
P(S,7,K) < Ku™".

IA A

Démonstration

Nous traiterons le cas de I’'option d’achat; celui de 'option de vente pouvant
se démontrer d'une maniére analogue.

a) max(0,5 - K -u™") < C(S,7, K).
Le caractere positif du prix résultant de la définition de I'option (droit et non
obligation d’achat), il suffit de montrer que

C(S,7,K)2 S — Ku™ lorsque § — K -u™" > 0.
Supposons par l'absurde que
CS,1KY<S-~Ku"=85T-1)-Ku™.
Il existe dans ce cas une constante K* telle que

0<S(T-1)—u" - K-CS,1,K)=u"-K". (3.3)
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Montrons alors que le portefeuille suivant réalise une opportunité d’arbitrage:
- vente 3 décduvert du titre S,
- achat de 'option C,
- achat de (K + K™) unités de titre sans risque de valeur u~",
En effet, par la relation (3.3), la situation de ce portefeuille est nulle a
'instant initial T — 7.
A Vinstant final T, la valeur du portefeuille devient:

siS(TY<K siS(T)> K
vente & découvert -S(T) =5(T)
option 0 S(T)-K
titre sans risque K + K* K+ K

K-S +K 3K >0 K50

A Taide d’un investissement initial nul, on obtient donc, quel que soit 1’état
du monde, une valeur terminale strictement positive, ce qui est impossible en
’absence d’opportunité d’arbitrage.

b) C(S,7,K) < S.
Le droit d’acheter le titre ne peut qu’étre de valeur inférieure au titre lui-
meme. ]

REMARQUES

1) La borne max(0,S — Ku~") est appelée valeur intrinséque de l'option
d’achat.

2) Lorsque u > 1 {ce qui est normalement le cas), le montant max(0, 5 — K),
appelé valeur d’exercice de l'option d’achat, constitue également une borne
inférieure.

3.6 Relation de parité entre option d’achat et option
de vente

Les prix d’une option d’achat et d’'une option de vente, sur le méme titre
sous-jacent, pour une méme échéance et un méme prix d’exercice, sont reliés
par la relation:

PROPRIETE 3.3
C(SnK)+K -v"=P(S,1,K)+S. (3.4)
Démonstration

Interprétons les deux membres de 'égalité (3.4) en terme de portefeuilles
et montrons qu'ils sont identiques.
a) Membre de gauche:
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- Achat d'une valeur sans risque donnant K & 1’échéance;
- Achat d’une option d’achat de prix d’exercice K.
La position terminale est:
- si S(T) £ K: l'option d’achat est sans valeur; on reste avec le titre de
valeur K;
- 8i S(T) > K: on utilise la valeur du titre sans risque, K, et on exerce
Poption d’achat; la valeur du portefeuille est donc S(T').
- Le portefeuille représentatif du membre de gauche permet donc d’obtenir
en position terminale: max(S(T), K).
b) Membre de droite:
- Achat du titre risqué S;
- Achat d’une option de vente sur ce titre de prix d’exercice K.
La position terminale est:
- 81 §(T") <€ K: l'option de vente est exercée et on vend le titre risqué au
prix K;
-si S(T) > K: D'option de vente est sans valeur; on reste avec le titre
risqué de valeur S(T).
- Le portefeuille représentatif du membre de droite permet donc d’obtenir
en position terminale: max(S(T), K).
Ces deux portefeuilles permettant d’obtenir identiquement la méme posi-
tion terminale, leur prix initial doit étre identique (ce qu’exprime la relation
(3.4)), en 'absence d’opportunités d’arbitrage. ]

3.7 Rentabilité de I*option

L’option, étant une forme de titre financier, dégage une rentabilité. Analy-
sons le bénéfice résultant pour le détenteur, du placement en option, vu comme
investissement, sur la période [0,T]. L’investissement initial consiste dans le
paiement du prix de 'option d’achat, soit C(S,T, K) (ot § = 5(0) est la valeur
initiale de I'actif sous-jacent).

Nous noterons S* = S(T) la valeur terminale de I’actif sous-jacent, a priori
inconnue. Le bénéfice du détenteur sera fonction de cette valeur:

(i) si §* € K: 'option n’est pas exercée, et le détenteur a perdu le prix de

l'option. Le bénéfice actualisé en t = T est donc

Bo(8*) = -C(S,T,K) - «T;

(i) si S™ > K: l'option est exercée; le bénéfice du détenteur résulte de la
différence entre le profit retiré en T de I'option et le prix de cette option:

Bo(S5*) = (8" - K) - C(S, T, K) - .

On constate que la perte est limitée au prix investi alors que le gain potentiel
est illimité.



LES OPTIONS 161

Le bénéfice peut étre représenté par le graphe suivant.

B.(S*)

)
___---_1r o

De maniére analogue, I'investissement dans une option de vente permet de
dégager pour son détenteur, un bénéfice donné par:

si $* < K:

B,(S*)=K - 5= P(S,T,K)-uT;
si §*> K:
B,(S8") = —P(S,T,K) -uT .

On peut analyser cette rentabilité, en terme de taux de rendement, au sens de
la définition 1.1 du chapitre 1 (voir (3.14)). En vue de simplifier ’approche,
Nous Supposerons que:

-u=1 (r=0)

- §S(0) = K (le prix d’exercice coincide avec la position initiale de 'actif
sous-jacent ).

Nous noterons

C(S,T,K) = C(avec C < K cf (3.2)).
Le taux de rendement de actif sous-jacent est
S*—5(0) S -K &

s -k — kU (3.5)

ra(S*) =
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Le tauz de rendement de option d’achat est
-s185* < K: o_o
ro(8%) = ~—5— = -1
-8 S* > K:
w S*—K-C S* K
O
On constate ~
1) qu'’il existe une valeur terminale de I'actif sous-jacent $* telle que

re(5%) = ro(5°).

Cette valeur est solution de:

S* S K
L _1==_1-=

K C 1 c’
soit:

- K? K?
S§* = > —
K-C K
2) que le coefficient angulaire de la droite représentative du rendement de
Poption (voir (3.6)), égal & , est supérieur au coefficient angulaire de la
droite représentative du rendement de l'actif sous-jacent, (voir (3.5)), égal
a % puisque par hypothese C' < K. Cette derniére propriété est généralement

appelée Ueffet levier de 'option.

=K.
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Le graphe suivant représente cette situation.

ACH

’
’

v

3.8 Options synthétiques

Un investisseur, détenant un actif sous-jacent, peut désirer se protéger
contre une baisse éventuelle. Il peut alors simultanément détenir une position
sur le titre, et acheter une option de vente sur le titre: on parle alors d’option
synthétique d’achat (qui se définit donc comme une combinaison d’une option
de vente sur un titre et d’une position sur ce titre). Il s’agit d’un outil de
protection de portefeuille, permettant i la fois de conserver le titre en espérant
une plus-value importante, et d’étre néanmoins protégé en cas de moins-value.

Analysons le bénéfice résultant d’une telle combinaison; on supposera tou-
jours comme plus haut que r = 0 et S(0) = K; on notera P le prix initial en
t = 0 de 'option de vente. On a:

- pour lactif sous-jacent : B4(S*) = §* - K;;
- pour ['option de vente :

-P siS* 2 K

Br(57) = { P-(§—K) siS"<K
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En sommant, il vient donc

. S*—K-P siS*>K
BA+P(S)={ —P :: S-zK

qui n’est pas sans rappeler la forme du bénéfice d’une option d’achat.

3.9 Remarques

e) Option et contrat d’assurance

Il existe une parenté évidente entre un contrat d’option et un contrat
d’assurance.

Un investisseur possédant un actif sous-jacent veut se protéger contre les
baisses, en souscrivant une assurance lui garantissant au minimum un montant
fixé, c’est-a-dire une option de vente. Si la valeur du titre sous-jacent reste
au-dessus de ce minimum, I'assurance ne joue pas; si elle passe au-dessous,
I'investisseur peut vendre 'actif au minimum convenu.

En contrepartie de cette protection, l'investisseur doit payer une prime
d’assurance & '’émetteur de P'option qui joue le role d’assureur. On remar-
quera qu’a linstar d’un contrat d’assurance, le contrat d’option ne sort pas
nécessairement ses effets.

b) Option et contrat ¢ terme

Une option se distingue fondamentalement du contrat & terme dans la
mesure oit I'option est un droit (de vente ou d’achat) que on peut ou non
exercer, alors que le contrat a terme, qui concerne également un engagement
dans un futur incertain, implique une obligation d’achat ou de vente a un cours
fixé au départ.

¢) Types d’actifs sous-jacents

Les options peuvent couvrir de nombreux types d’actifs sous-jacents: ainsi
parle-t-on d’option sur action, sur obligation, sur indice de taux d’intérét, sur
devises, sur contrat a terme,...

Les modéles d’évaluation d’option dépendent bien entendu de maniere di-
recte du modgéle d’évaluation stochastique choisi pour ’actif sous-jacent. Ayant
étudié de maniére approfondie dans les deux premiers chapitres les modéles
d’évaluation des actions et des obligations, nous nous attacherons naturelle-
ment, dans les deux prochaines sections, 4 décrire les modéles d’évaluation
d’option sur actions et obligations.
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4 Modéles stochastiques d’évaluation
d’options sur actions

Par leur caractére volatile, les actions ont constitué un actif sous-jacent
particulierement privilégié pour les options, et ce, tant dans le développement
de modeles théoriques que dans la pratique des marchés financiers.

Comme déja précisé, un modele d’évaluation d’option est directement en-
gendré par le modele d’évolution de ’actif sous-jacent utilisé. S’agissant ici
d’actions, nous utiliserons d’une part un modéle discret, le modéle binomial
(chapitre 1, paragraphe 4.1), d’autre part un modéle continu, le modele brow-
nien géométrique (chapitre 1, paragraphe 4.4). Cette derniére modélisation
permettra d’obtenir la célebre formule de Black et Scholes.

4.1 Modéle binomial

Le modele binomial d’option sur action, développé par Cox, Ross et Rubin-
stein (1979), est basé sur les hypothéses suivantes.

(i) L’actif sous-jacent obéit au modéle binomial, présenté au paragraphe 4.1

du chapitre 1.

(ii) On s’intéresse & une option de type européenne.

(iii) On suppose qu'il existe un titre non risqué de rendement déterministe r

par période.

(iv) Le marché est supposé parfait (voir chapitre 1, paragraphe 5.1).

On s’intéresse dans un premier temps au probleme de I’évaluation du prix
d’une option d’achat sur une seule période de temps. On notera K le prix
d’exercice de option. Conformément au schéma binomial, le titre sous-jacent
évolue ainsi:

t=0 t=1

u- S (u > 1) avec une probabilité ¢
5=5(0) <

d- § (d < 1) avec une probabilité 1 — q.

En notant C(0) le prix de 'option d’achat ou call en t = 0, le titre d’option
évolue également selon un schéma binomial, les valeurs en ¢ = 1 étant des
valeurs & I’échéance, puisqu’on s’intéresse au modele sur une période:

t=0 t=1

Cy = max(0,u- S5 — k)
c <

Ci = max(0,d-S - k).

Les valeurs de C,, et C4 sont connues; il reste a déterminer la valeur initiale
C(0) de Voption. Pour ce:
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a) on constitue un portefeuille qui duplique exactement 'option en ¢ = 1;

b) par un raisonnement d’arbitrage, le prix initial C(0) de l'option devra
alors étre égal & la valeur de ce portefeuille en t = 0.

Disposant sur le marché, d’une part, de I’action sous-jacente, d’autre part,
du titre sans risque, un portefeuille sera constitué de z; titres sous-jacents et
de z, titres sans risque de valeur initiale supposée unitaire. La valeur de ce
portefeuille suit donc & nouveau un schéma binomial:

t=10 t=1
zy-uS+z-(147)
I]'S-I-Ig
zy-dS+zy-(147).

En vue de dupliquer I'option, fixons z; et z; tels que
z-uS+(1+4r)z, =0,

z1-dS+(1+r)z=Ca.

La solution de ce systéme est donnée par

_C.-Cy
nEW DS
_ uCy—dC,
ST )
Le prix initial de I'option est donc
C0) = z1-S+2z,
_ Cu-GCy S+ uCy — dC,
(u—d)S (14+r)(u—-4d)
1 1+r—d u—(1+4r)
T l+r |[7* u-d +Ca u—d |’
14r—d ey s [
En posant p = — — 4 Que nous appellerons probabilité neutre, il vient
1
=—>:"1p- - . 4.
C(0) = 1= o Cut (1= )CU (41)

Cette formule admet 'interprétation probabiliste simple suivante: le priz de
option est Uespérance mathématique actualisée de ses valeurs a l'échéance,
sous une mesure de probabilité modifiée.

On notera I'indépendance de ce prix vis-a-vis de la distribution réelle de
probabilité de I’action sous-jacente.
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Justifions a présent la dénomination de probabilité neutre, pour le parametre

D.
a) 0 < p < 1: ceci résulte de la relation d’équilibre financier sur le marché

d<l+r<u

(le titre sans risque ne peut étre systématiquement meilleur (ou moins bon)
que le titre risqué).

b) La notion de neutralité est illustrée par la propriété suivante: cherchons
la probabilité ¢*, telle que I’espérance mathématique correspondante du ren-
dement de ’action sous-jacente soit égale au rendement du titre non risqué:

uS -8 ds -5
. ]— BE =
¢+t —5 T,
ou
u-1)+Q-g)d-1)=r,
ou
lu—d)y=1+r—d.
L, l4r—-d , . . N .
donc ¢* = —————, c’est-a-dire le paramétre p. Le parametre p est donc une

u —
probabilité dans un contexte de neutralité au risque: sous la mesure corres-
pondante, les titres avec et sans risque ont le méme rendement moyen.
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Développons le méme modele sur deux périodes de temps. La valeur de
Yoption d’achat suit dans ce cas le treillis binomial suivant:

o C,,=max(o,u?S-K)

o C,y=max(o,ud S-K)

AV

Cu,
C(o)./
\:d

. Cdd = max(o,d’S-K)

=0 t=1 =2

Les valeurs connues sont les valeurs 4 I’échéance en £ = 2. A linstar des
méthodes utilisées en programmation dynamique, on détermine d’abord les
valeurs intermédiaires en ¢t = 1, grace a ’application de la formule (4.1) entre
t =1 et t = 2; une fois déterminées ainsi les valeurs de C, et Cq4, on applique
une nouvelle fois la formule (4.1) pour obtenir le prix initial.

Il vient successivement:

1
Cu = m(P : Cuu + (1 - p)Cud)

1
ﬁ—r(l" Cud + (1 — p)Cas)

Cy
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CO) = =l Cut(1=p)-Ca)

1 2
= - Cuu + 2p(1 = p)C, 1-p)?Cul - 4.2
(1+r)2[P wu +2p(1 = p)Cua + (1 - p) ddl (4.2)
Le prix est & nouveau égal i I’espérance mathématique actualisée des valeurs
a I’échéance, sous une distribution binomiale de parameétre p.

On peut généraliser sans peine le modele & n périodes; il vient:

1 id n!

A+ Z

¢ = =i n—j)!

P(1-p)" 7 max(0;wd™7 - S— K)|. (4.3)

L’indice j représente dans cette formule le nombre de fois ou le titre sous-jacent
a monté.

Cette derniére formule peut se mettre sous une autre forme, faisant ap-
paraitre la fonction de répartition de la loi binomiale. Notons pour ce:

a) ®(z;n,p) = P(Bin(n,p) 2 ) ot Bin(n,p) suit une loi binomiale de
paramétre n et p:

n

n! ney.
®(z;n,p) =§j!(—n_'].—)!17’(1 -p)"7

b) ¢ = min{k € Nju* - d" %5 > K}.
La formule (4.3) devient alors

co = g _:r)nzj:j!(nnij),#(l—p)“"-(u’d"‘jS—K)
— ! - — p)r=iyd g
- TR A
1 n
SEn e R
= I-1II.

Calculons successivement I et II.

n

e n! P (L-pri
= Zﬁﬂ(n—j)!(m)f e

S Z;;J'(” - (lTr)j ’ ((11—+I:-)d)"—]’

pu (1-pyd
et py = it
1+rep2 147

(Q-p)d _ plu—-d)+d

l+r I+r 14

¥ ]

En notant py = , montrons que p; + p2 = 1:
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o (u—d)+d _
14r -

On peut donc écrire

I =53 l(n Pi(l —p)"?

s=aJd

= §- <I>a,n,p1).

D’autre part, on a directement

1
=K+—— 8(q .
M=K - 8l p)
1l vient donc finalement
. 1
X0)=S - ®(a;n, ;) — K T - ®(a;n, p) (44)

La méme méthodologie peut étre développée pour tarifer les options de
vente (ou put). Le prix d’une option de vente européenne, de prix d’exercice
K, sur un probleme a n périodes, est donné par

PO) = (l-:r)n'(io]'!( . - P (1 —p)"™ - max(0, K — wd"=7 . S))
= K-ﬁ-(1—@(a;n,p))—S(l—@(a;n,pl)). (4.5)

4.2 Modéle de Black et Scholes

Le célébre modéle de Black et Scholes (1973), qui est cette fois un modele

continu dans le temps, repose sur les hypothéses suivantes.

(i) L’actif sous-jacent obéit au modele brownien géométrique, présenté au
paragraphe 4.4 (chapitre 1); on suppose en particulier qu’il n’y a pas de
dividendes durant la vie de 'option.

(ii) On s’intéresse & une option de type européenne.

(iii) On suppose qu’il existe un titre non risqué de rendement instantané con-

stant r.
(iv) Le marché est supposé parfait (voir chapitre 1, paragraphe 5.1).
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4.2.1 Equation de structure

Obtenons dans un premier temps une équation de structure du prix de
l'option d’achat européenne. On introduit pour ce les notations suivantes:

T = durée totale du contrat d’option;

t = temps courant (0 <t < T);

1t =T — t = temps résiduel;

{S(t,w);t € [0,T),w € N} = processus prix de P'action satisfaisant &
I’équation (voir (4.7), chapitre 1):

dS(t) = §- S{t)dt + o - S(t)duw(t),

(w étant un mouvement brownien standard);

{C(S,t);t € [0,T]} = processus prix de 'option d’achat (C(S5,t) représente
donc le prix d’une option d’achat démarrant & l'instant £, échéant a 'instant
T, la valeur de I’actif sous-jacent & I'instant ¢ étant supposée égale & S);

Le prix d’exercice de 'option, noté I(, sera supposé fixé;

{P(S,t);t € [0,T]} = processus prix de I'option de vente.

Nous étudierons dans la suite l'option d’achat; la généralisation aux options
de vente sera donnée in fine.

En supposant la fonction de deux varables C, continliment dérivable une
fois par rapport au temps, et deux fois par rapport a la valeur du titre sous-
jacent, il vient par la formule d’Ito (annexe 3):

2
dC(5,t) = (aaf + 55‘;(; 1 zszgscz') dt + aSg—gdw(t)
= C(5,1) [a.- dt + o, - dw(?)],
ou
ac ac l Ry 9*C
ac—(5+6 585 5. )/C‘ (4.6)
o, = (o SE)/C . (4.7)

On applique ensuite un raisonnement d’arbitrage: on constitue un portefeuille
composé de z, titres sous-jacents et de z, options d’achat sur ce titre.
En notant {Q(t);0 <t < T} I’évolution de la valeur de ce portefeuille, on

Q) = z,-S¢)+z.-C(S,t)
d@(t) = Q(t)-[agdt +0oq - dw(t)],
ag = [2,56+2.C )/Q

g [z, So+z. Co.)/Q.
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Choisissons un portefeuille sans composante aléatoire, c’est-a-dire tel que og =
0; il faut dans ce cas, en vue d’éviter les opportunités d’arbitrage, que son
rendement instantané ag soit égal au taux sans risque r.

On obtient ainsi les deux conditions:

ag=0,s0it:z,S04+z.C 0.=
a,=r,soit: 2, S6+z, Ca.=r-Q,
ou

z, S(6—-r)+2.C(a.—7)=0

Ce systeme n’admet une solution non triviale que si son déterminant est nul,
c’est-a-dire

{z,Sa‘+chac=0

b-r a-—r
==, (4.8)
4 A
Cette relation exprime 1’égalité des primes de risque par unité de risque, du
titre sous-jacent et de 'option d’achat sur celui-ci.
En substituant dans la relation (4.8) ainsi obtenue, a. et ., par leurs

valeurs issues de (4.6) et (4.7), il vient

3 o= acC 3C 2 2
o ac ac  oc 60 C
TRl AR T LA -
et finalement )
> o2529C L 190 L0 o, (4.9)

05? BS ot
avec les conditions au bord: C(0,t) =0, C(S,T) = max(0, S — K).

Le prix de 'option, vu comme fonction des deux variables réelles, est donc
solution d’une équation aux dérivées partielles linéaires du second ordre. On
notera que le rendement instantané moyen du titre sous-jacent, 8, n’intervient
pas dans les coefficients de cette équation.

4.2.2 De ’équation de structure a I’équation de la chaleur

Montrons que par un changement de variable adéquat, ’équation de
structure (4.9), peut étre ramenée & 'équation classique de propagation de
la chaleur.

On consideére pour ce, la transformation suivante:

C(S,t) = e T . y(z, 1),
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2 1 2
T = ?(r—iaz)z-(T—t) = ;MQ(T_t)’

(en posant M =r — lcr’)
2
21, 1,
z = 07(r 59 log S/K + (r 39 T - ¢)]

2
= M (log S/K + M(T - 1))

173

(4.10)

(4.11)

Voyons ce que devient ’équation (4.9) dans l'espace des variables (7, z,u).

On a
oc _ 8c o 00 o
ot agr gt Oz ot
2, ,(0C  0OCY\
= M (EJ'E)’
oC aC 0z 2 M 0C
85 = 6z 85 o?S§ oz’
P - (B My 2e 2M
052 o2 S 0r? 25 Oz’
L’équation (4.9) devient donc

2 g2
1025?.[(3 ﬂ) .E_EE.BC] ,.SB_CEM

ot S 012 o282 @z dz o?
2 . {aC aC _
_-a'—QM .(a—T+E)—rC_0'

D’autre part C(z,7) = e TT W -u(z,7), et donc

ocC _ e_,.,az_’_it_, Ju o 1 _rrst

el RS A oT .
ar or "o mEC M7 - u(rz)
‘ du o 1
= 5w 2 _7 1
e e Ty T

?9_6' S ?;

628 P Bzzu
_ = e_rf"i-'ﬂ’ p——
dz? ox?

En substituant, il vient

2 2
Lot i [T (2 M) _ée.z.g]

2 0z \o?2 S dz o?
2, Ou 2 M 2 Ou _,,20
S e s A e
2
2 et @+£ M2 2 --l—-C—rC—O,
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ou
Pull ,,, 4 M?
Pl P
du 1l ,.2 2 M 2 1 2
.= L .S .= -———M’]
+6x[205 = S’+rSaMS 2
du 2
M2
Tor o7 0.
Montrons que le coefficient du terme en g—: est nul:
—M+1"£2M—32M2
1, .72 1 2 1
— 2 2 Y 1Y
—"(T—‘U)'F;;'(";EU)-? (r—359%
=—r+a—+2i-—r——-(r2+—a"—rag)
3 a a? 4
o r2 2 2

- 2_ 7 _
——T+?+2;—T—;T —?*\—21‘—0

L’équation se réduit donc a
Pu _ Ou
dx? ~ Or’
c’est-a-dire la célebre équation de propagation de la chaleur.
La condition au bord devient quant 3 elle:

(4.12)

C(5,T) = max(0, S — K).
Le passage aux variables (z,7) donne:
(5,T) - (,0),

avec

2 1, S
r = ;(1‘ 20’ )lOg E,
et donc
o? 1,
S = I{"CXP(I . ?/(r - 50‘ ))

La condition devient ainsi

u(z,0) = p(z) = {K(e’“’( T/r=4oM) = 1) :zg_ (4.13)
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4.2.3 De I’équation de la chaleur i la formule de Black et Scholes

On sait (voir par exemple Godounov (1973)), que la solution de 1’équation
de la chaleur (4.12), soumise & la condition initiale u(z,0) = p(z) est donnée
par l'intégrale de Poisson:

r=§ 2

. dt (4.14)

u(z,7) =

el 7

Compte tenu de la condition initiale (4.13), il vient

I

P T v e G
ml{ . j 2 \/‘F z e v d{

1 oo Ll g2 1 oo C_Lz_l_!sﬁ
= ml{/; W'e ar -d{—m[(/; T'df
(en posant L = E;/(r - %02))

= I-1II

u(z,7)

Calculons explicitement successivement II et L.
a) Dans II, appliquons le changement de variable

-z+é ¢
21 V2
1l vient alors

+o0 e-il’ /2

n=2\/_/ NN

- — K. e, — O(—
= \/271{ . dp =K - (1 - & \/_
(\/27)

ot §(z) = I e~ 12d¢ est la fonction de répartition d’une variable nor-
male redu1te

En revenant aux variables originelles par (4.10) et (4.11), on a alors

oo (29 M (log g+ (r = *)T 1))
I = K <1>( NI T, i )

= K-9(dy)

_log £ +(r— 3T - 1)
d, = oyt . (4.15)
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b)

6-0’/2(f—0’/2) =€)
€ .e (_4?_ . dE

M/

_.eC(a’/zl(r-%a‘)) e~ T HE-270)  ge

'2ﬁ' /o

1 I( 0o 1 - —R)? R2_g2 d
— — . — . 47 . 4T .

N / /e e ¢

70'2

(en posant R=z + 7)
r—

1 R?_s? © ] _(¢=R?
= 2ﬁK £ 4T . A 7‘8 47 .de

R _R—:2 .
= K-® 7)) e~ "¢ par analogie avec IL
T

Or
1)

N
V2(r — 10?)

dy +

ou d; est donné par (4.15).
D’autre part,
ﬁo.'l 4\/':):.(1"—%0'2).J1Tt.a'2 T t
= =0 — L.
V2(r — 30?) o-V2-(r— 30%)

Finalement
R
ﬁ:dl = dg-l-O’\/T—t
_ log —,‘% +(r+ %az)(T — t). (4.16)
o T —1t
2)

R* — 2?2 1 + et \* 2
4T 4r * r—a2f2 ’

Il
N
ﬁ
~
9
Y
+
[y
)
-.'
~
+
L]
~
2]
[ ]
~———
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4 2

i(r—o?/2) T 3(r—0%/2)
L (r—0?/2)?2- (T—1)-0*

4{r — 02/2)?
LZ(r=d*/2)-(log § +(r ~ 30*)(T — 1)) - o*
2(r — 02/2)

S
= log 7 + (T —t).

Donc
I = K.o8S5/K  or(T-1) Q(dl)
S.e&T-0.8(d)).
Combinant les valeurs de I et II, on obtient finalement le prix de loption
d’achat, connu sous le nom de formule de Black et Scholes:
C(S,t) = eI . y(z,7)
= e TN (1-1I)
= §-®(d) - K- 8(dy), (4.17)
ol d, et d; sont respectivement définis en (4.15) et (4.16) et ® est la fonction
de répartition d’une variable normale réduite.
La relation de parité (3.4) entre option d’achat et option de vente de mémes

caractéristiques, permet d’obtenir, dans ce méme modéle, le prix d’une option
de vente:

P(Sit) = C(S,)=S+e"T-0. K

S.0(d)=K-e T . ¢(dy) - S+e7T V. K
K770 (1 - @(dy)) - - (1 - (1))

= K- T . §(-dy) - 5§ &(—dy), (4.18)

(par parité de la fonction ®).

REMARQUES

1) On notera que les prix d’option (4.17) et (4.18), s’ils dépendent de
la volatilité du titre sous-jacent, par l'intermédiaire du coefficient o, sont
indépendants du taux de rendement moyen 8, de ’actif sous-jacent.

2) On peut montrer sans peine que le prix de ’option d’achat est:
- une fonction non décroissante du prix de l’actif sous-jacent, S,
- une fonction non décroissante de I’horizon de loption, T — ¢,
- une fonction non croissante du prix d’exercice K,
- une fonction non décroissante du taux sans risque r,
- une fonction non décroissante du coefficient de volatilité o2.



178 FINANCE STOCHASTIQUE

4.2.4 Approche par les mesures-martingales

Il est possible d’obienir cette méme formule de Black et Scholes, de maniere
beaucoup moins ardue, en appliquant un principe de neutralité au risque. Ce
principe a déja été observé dans le modele binomial (voir formule (4.1)): le
prix de ’option pouvait étre obtenu par passage & l’espérance mathématique
actualisée des valeurs a I’échéance, sous une mesure de probabilité modifiée,
sous laquelle le rendement moyen du titre sous-jacent coincide avec le taux .
sans risque.

Nous appliquerons, par analogie, ce méme principe dans le modele considéré
ici, et montrerons & nouveau sa validité.

Ce principe sera démontré dans toute sa généralité au paragraphe 6.1.

Dans ’hypothése de neutralité au risque, le titre sous-jacent se comportant
en moyenne comme le titre non risqué, I'équation de comportement du titre
sous-jacent sous la mesure modifiée notée ¢}, devient

dS(t) = r- S()dt + o - S(t)dui(t),

ol W est un mouvement brownien standard vis-a-vis de la mesure modifiée Q.
L’actif sous-jacent est alors un processus brownien géométrique, et en sup-
posant S(0) =1, on a (voir (4.8), chapitre 1)

S(t,w) = exp((r — 32-)t) - exp oi(t,w) . (4.19)

En particulier, S(¢) admet une distribution log-normale de parametre
o2
((r — 7)1!,0\/{).

Calculons, sous la mesure @, 'espérance mathématique suivante:
C(S,1) = e Eq - [(S(T) - K)*|S(t) = $]. (4.20)
La valeur a ’échéance du titre sous-jacent, S(T'), compte tenu de (4.19), et de
la condition S(t) = S, est donnée par
2

S(T,w) = S - exp((r - %)(T — 1)) - exp o (@ (T, w) — B(t,w)),

et donc

C(S,8) = e T f;\ “(z - K)dF*(z),

I

Fe) = P(S(T,w) < 2lS() = 5)
—(r—o? -
o (el =o- AT 1).

o1 —t
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puisque la variable aléatoire S(T) admet une distribution log-normale de para-
metre ((r — ”72)(T —t), o/T —t) (voir propriétés des variables log-normales a
'annexe 4).

Effectuons le changement de variable

_n(z/S) = (r=2d*/2)(T 1)

u(z) = oI T—1 !
et posons
. n(K[S)—(r—a?[2)(T -1t)
=u(K) = .
w' =u(K) VTt
11 vient
z = §.ewVT-t e(r—a’/?)(T-t)

C(8,8) = @0 [7(5. VT e(f-f"/z)(T-*)-K)d@()

— e—r(T—t)_[S elr=o2/20T -t} | euv/T- - dP(u) — K/ dq’(")]

w*

= e T (- II).

Calculons explicitement successivement [ et II:

a)
o0 1 2
&’ —tu —_—e /2, du
-/w‘ 2‘”’
w* T
= T2, (1 - ®(w* — ovT — 1))
= T2, & (o /T —1 = w*),
et donc

I = §.er=o"/AT-1) . /AT~  §(o/T — { - w*)
= ST Y. @(oyT -t —w").
b)II=K - (1-®w*))=K-®(-w*)
Finalement, on a:
O(S,t) = T [5. TN . @(oVT —t—w') - K - &(—w")]
= §5-¥ovVT —t-w") =K T 9. 9(~w) .

Or
Wt — _In(K/S) - (r = a?2)(T - 1)

- ovT -1t

_ n(S/K)+ (r—o?/2)(T - 1)

- ovT —t

dy (voir (4.15)) .
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De méme
oNVT —t—uw* = dy + ovT —t
= d, (voir (4.16)) .
Donc

C'(S,t) =5. Q(dl) -IK- C-r(T-t) . Q(dz),

c’est-a-dire la formule (4.17) de Black et Scholes, obtenue ici sans devoir
résoudre d’équation aux dérivées partielles, mais en s’appuyant sur le principe
de neutralité.

4.3 Extensions diverses

Le modele classique de Black et Scholes s’appuie sur un actif sous-jacent
obéissant & un modeéle brownien géométrique.

Différentes généralisations de ce modéle brownien géométrique ont donné
naissance a leur tour, & des modeles de tarification d’option sur action. Nous
nous contenterons ici de donner deux résultats dans cette voie.

4.3.1 Modele de Cox et Ross (1976)

Dans ce modéle vu au paragraphe 4.5.2 du chapitre 1, P’actif sous-jacent
obéit & 'équation:

dS(t) = §- S(t)dt + o - S°/2(t)duw(t),

oufd<ax<?2

-On peut montrer qu'il est encore possible de constituer dans ce cadre un
portefeuille d’arbitrage, et d’obtenir une formule de tarification de 'option
d’achat, donnée par

C(S,t) = (i 9(S'n+1)-GK' n+1+ 2—1;))

o0 1
—K.en(T-0). 4 —_ ). '
K-e (n§=0: g(S\n+1+ 5 a) G(K',n + 1)) , (4.21)

.

ou
2% . er(T—-t)-(2—a)

! __ . 2o
a) §'= [az (2 - a)- (erT-90-2) = 1)] S

. 2r 2—a
b) K'= [0.2(2 - a) . (er(T—:)(z—a) - 1)] K
e T. zm—l
c) g(z,m) = “Tm)

d) I(m) = /:o y™ ! . e"¥dy (fonction gamma)
&) Glz,m) = [ gy, m)dy.



LES OPTIONS 181

4.3.2 Modéle de Merton

Ce modele, présenté au paragraphe 4.5.1 du chapitre 1, conduit a superposer
dans P’équation d’évolution de I’actif sous-jacent une composante brownienne
et une composante de Poisson.

Dans ce type de modéle, Merton a montré qu’en présence de cette double
incertitude, il n’est pas possible en toute généralité de constituer un portefeuille
d’arbitrage exempt de risque.

On peut néanmoins obtenir une formule de tarification d’option dans le cas

particulier ot 'amplitude des sauts de la composante de Poisson admet une
distribution log-normale:

el = 5 £ W@y

n=0

T C(S,t;02,m,), (4.22)

ot C(S,t;02,r,) est obtenu par la formule de Black et Scholes (4.17), en y
substituant respectivement o, et r,, & o et r, avec:

2 _ 2, nvar(logi)
A § ()

_ - nlog(l+1)
r. = r— XA+ T—1)
N o= A1l+1)

(¢ étant la variable aléatoire représentant 'amplitude des sauts et  sa moyenne).

5 Modeles stochastiques d’évaluation
d’options sur obligations

Plutét que de porter sur une action, une option d'achat ou de vente
peut porter sur une obligation, le terme de 'option étant bien sir strictement
inférieur & la maturité de l'obligation.

Pour évaluer le prix de telles options, certains auteurs ont utilisé directe-
ment la formule de Black et Scholes vue dans le cadre des options sur actions.
Une telle approche est dangereuse, le comportement de I’actif sous-jacent, &
savoir I’obligation, n’obéissant pas du tout & un processus de type brownien
géométrique. En particulier, la volatilité, qui joue un roéle capital dans la
tarification des options, loin d’étre constante, décroit progressivement lorsque
Pobligation arrive & échéance; elle est nulle & la maturité, compte tenu de la
valeur de remboursement fixée (condition aux limites).

Il est donc plus judicieux d’utiliser un modeéle adéquat d’obligations, tel

qu’étudié au chapitre 2, et de tenter ensuite de tarifer une option sur un tel
titre.
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Développons ici, & titre d’exemple, le cas d’'une option d’achat sur obli-
gation zéro-coupon modélisée par le modele d’arbitrage a une variable d’état
présenté au paragraphe 5.1 du chapitre 2. Nous supposons, dans ce cadre,
que la variable explicative de la gamme des taux zére-coupon est le taux spot,
censé étre modélisé par une équation différentielle stochastique du type

dr(t) = f(t,r(t))dt + p(t, r(2))dw(t).

La gamme des prix des obligations zéro-coupon était dans ce cadre, solution
de Péquation de structure (5.7) (chapitre 2):

2
aP +(f+p-2): —+— 3—P-rP=0,
T

sous la condition limite P(s,r) =1 (s étant la maturité du titre).

Notons dans ce cadre {C(t,T);t > 0}, le processus décrivant la valeur
d’une option d’achat échéant en T, sur une obligation zéro-coupon de maturité
s (s > T). Comme le prix des obligations, le prix de 'option est supposé
déterminé par I’évolution du taux spot:

C(t,T,w) = C(t, T, r(t,w)).

La méme méthodologie que celle utilisée au paragraphe 5.1 du chapitre 2 con-
duit alors a ’équation de structure

9
C+(f+,\‘ )%C+12 aa_c_rc, 0, (5.1)

ou A*(t,r) est le prix du risque du marché pour les options, défini de maniere
analogue & (5.6) (chapitre 2).

La condition limite est ici différente de celle des obligations; elle correspond
a la valeur a I’échéance de 'option, et dépend donc de la valeur de 'obligation
sous-jacente:

C(T,T,r) = max(0, P(T,r) — K).

Ce probleme n’admet généralement pas de solution analytique explicite, mais

peut étre résolu par des méthodes numériques (voir par exemple Courtadon
1982).

6 Modele général de tarification des actifs
conditionnels
L’exemple élémentaire de tarification d’option présenté au paragraphe 3.5

a conduit & énoncer un principe d’espérance mathématique sous une mesure
de probabilité modifiée, appelée mesure-martingale ou mesure neutre au risque.
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Ce principe s’est trouvé également validé, tant dans le modele binomial dévelop-
pé au paragraphe 4.1, (voir relation (4.1)), que dans le modele de Black et
Scholes (voir relation (4.20)).

Cette section est consacrée 4 la justification théorique de ce principe qui, en
réalité, est un principe général de tarification d’actifs conditionnels en I'absence
d’opportunités d’arbitrage. Nous développerons en ce sens un modéle discret,
ptésenté par Harrison-Pliska (1981), et illustrerons ce modeéle par divers exem-
ples élémentaires. Ce modéle admet également une extension continue, basée
sur les mémes principes; nous nous contenterons d’en citer les résultats, ren-
voyant a P’article d’'Harrison-Pliska (1981) pour plus de détails.

6.1 Modéle discret

On s’intéresse a une économie discrete:
- espace des temps étant de la forme

{0,1,2,...,T};
- espace de probabilité Q) est fini, de la forme:
0 = {w;,wg,...,wx}

Sur cet espace, muni d’une o-algeébre (2, F), est définie une mesure de proba-
bilité P, telle que:
P{w}) >0 Vi=1,...,N.

Il s’agira la de la seule contrainte imposée a cette mesure; financiérement, cette
condition revient a supposer que la communauté des investisseurs opérant sur
cette économie, est d’accord sur les états du monde possibles, sans nécessaire-
ment étre du méme avis sur la valeur & accorder aux différentes probabilités,
toute mesure équivalente a la mesure P pouvant convenir dans les développe-
ments;

- I’espace de probabilité (2, F,P) est muni d’une filtration F, c’est-a-dire

d’une famille croissante de sous o-algébres de la o-algebre F:

F= {}-0,.7'-1,...,.7:'1‘}

avec

— FoCh CFp... CFp :
Financiérement, cette filtration modélise I'information disponible & chaque in-

stant pour tous les investisseurs. On notera d’autre part P, la partition de
Pespace §, engendrée par la sous o-algebre F;.

Dans cet environnement aléatoire ainsi défini, on suppose qu’il existe K
titres risqués et un titre non risqué, modélisés par le processus vectoriel stochas-
tique

{s*(t,w);7=0,1,...,K;¢=0,1,..., T;w € Q},
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supposé adapté i la filtration F (c'est-a-dire, la variable aléatoire S’(t) est
mesurable par rapport & la o-algebre F;, Vj et V).
On supposera de plus ce processus a valeurs strictement positives. La

valeur indicée 0 représente le titre non risqué, non aléatoire, et son évolution
est donnée par

Sot,w) = (1 +r)t = 8°¢t).

1
On notera 8, = —So_(t) (processus d’actualisation). Le processus vectoriel 3-8

sera appelé processus actualisé.

DEFINITION 3.1

Une stratégie sera un processus prévisible
®={#tw);i=0,1,....,K;t=0,1,...,T,w € Q}

C’est-a-dire tel que la variable aléatoire ¢/(t) est mesurable par rapport & la
o-algebre Fy_y, Vj et ¥Vt > 0).

Les composantes du vecteur ® peuvent étre positives ou négatives (veate
a découvert).

La variable aléatoire ¢’(t) représentera la quantité de la valeur j détenue
entre les instants t — 1 et . Ce choix est supposé se faire, juste aprés connais-
sance des prix des titres & I’instant ¢t — 1.

On notera dans ce contexte:

K
2) B(OS(t 1) = 3. ¢*(1)- S*(t - 1);
k=0
= valeur du portefeuille apres ré-allocation des actifs en ¢ — 1;

K
b) ®(1)S(t) = Y ¢*(2) - S*(1)
k=0
= valeur du portefeuille aprés modification du prix des titres en
t, mais avant ré-allocation en ¢;

K
c) ®(1)- AS(t) = kX_: (1) (S*(t) - SHt - 1))

= modification de la valeur du portefeuille résultant du change-
ment de valeurs des titres;

d)
Gi(®) = i:@(i) . AS(5)

t K
= 2L #ESH) -5 -1)
i=1 k=0
= gain cumulé par I'utilisation de la stratégie ®.
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D’une maniere générale, une stratégie peut requérir 'apport de nouveaux
fonds ou la consommation d’une partie; on s’intéressera dans la suite aux
stratégies ne nécessitant dans leur évolution, ni apport, ni retrait; cette notion
est définie par:

DEFINITION 3.2
Une stratégie est dite auto-financée ssi
B(1)-S()=B(t+1)-8()  (t=1,...,T 1)

Cette condition exprime que la valeur du portefeuille n’est pas modifiée par la
ré-allocation des actifs. Une autre fagon d’exprimer cette propriété est de dire
que la valeur du portefeuille ne se modifie que par la variation des valeurs des
titres:

COROLLAIRE 3.1

Une stratégie est auto-financée ssi

B(1)- S(t) = $(1) - S(0) + G.(B).

Démonstration

M=

G(®) = » ®(:) - (S(i) —S(z —1))
= —®(1)-S(0)+ ®(1)-S(1) + (2)S(2)
—®(2)-S(1)+...+ Bt —1)S(t - 1) — ®(t)S(¢)
+®(t)- S(2)
= ®(t) S(t) - ®(1)-S(0)
en appliquant la définition 3.2 [

Parmi ces stratégies auto-financées, on s’intéressera a celles générant un
portefeuille positif.

DEFINITION 3.3

Une stratégie est dite admissible lorsqu’elle est auto-financée, et a un proces-
sus-valeur positif. Le processus-valeur de la stratégie ® étant défini par:

[ ®@)S() t=1,....T
";('I’)‘{ $(1)-S(0) t=0.
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Méme si certaines composantes d'une stratégie admissible peuvent étre négati-
ves, la valeur globale au niveau du portefeuille est donc toujours positive.

Dans cet environnement financier, on définit ensuite la notion de droit con-
ditionnel qui généralise le concept d’option.

DEFINITION 3.4

Un droit conditionnel est une variable aléatoire X payable & I'instant T', de
ce fait Fp-mesurable, et supposée de plus non négative.

Ezemple: option d’achat sur le titre n°1, de priz d’exercice M :
X = max(0,SY(T) - M).

Parmi ’ensemble des droits conditionnels, on s’intéressera a4 ceux admettant

une stratégie qui les duplique, a l'instar de 1'exemple élémentaire du para-
graphe 3.4.

DEFINITION 3.5

Un droit conditionnel est dit réalisable s'il existe une stratégie admissible
P (au sens de la définition 3.3) telle que

V(@)= X .

Une telle stratégie duplique donc au terme le droit conditionnel; on peut donc
penser que le prix du droit conditionnel a 'instant ¢t = 0 doit coincider avec la
valeur initiale du portefeuille correspondant a cette stratégie; cette observation
est & la base du systéme de tarification développé dans la suite. Remarquons
a ce niveau que rien ne garantit a priori pour un droit conditionnel, Punicité
d’une stratégie “dupliquante”.

En vue de développer la tarification des droits conditionnels, on introduit
la notion de systéme de prix.

DEFINITION 3.6

- Un systéme de priz est une application = de 1’ensemble des droits condi-
tionnels dans R* telle que:

a)w(X)=0ssiX =0
b) m(aX + bX') = ar(X) + bx(X') od a,b € RY, X et X’ étant deux
droits conditionnels.

- Un systeme de prix est dit consistant avec le modéle de marché si le

prix d’un droit conditionnel réalisable correspond & la valeur initiale du
portefeuille dupliquant:

©(Vr(®)) = Vo(®) .
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On introduit enfin, dans ce modéle de marché, la notion d’opportunité d’arbi-
trage.

DEFINITION 3.7

Une opportunité d’arbitrage est une stratégie admissible & telle que:
(i) Vo(®) = 0
(ii) E(Vr(®)) > 0.

Il s’agirait d’une stratégie, ne nécessitant aucun investissement initial (condi-
tion (i)), générant un portefeuille toujours non négatif (par définition d’une
stratégie admissible), et d’espérance strictement positive.

On peut alors énoncer le premier théoréme fondamental de tarification.

THEOREME 3.1 (théoréme d’existence)

Soit T, ’espace des mesures de probabilités () équivalentes a la mesure P,
telles que le processus actualisé F- S soit une martingale sous @ (mesures dites
martingales). Il existe alors une correspondance bi-univoque entre les systémes
de prix consistants et les mesures-martingales via les relations:

(i) 7(X) = €g(fr - X) ou X est un droit conditionnel

(1) Q(A) = m(S*T)-14) ot A€ F.

Démonstration

a) Montrons que (i) définit un systéme de prix consistant:

- (1) définit bien un prix par linéarité de 'opérateur espérance; de plus x
ne sera nul que si X = 0 puisque Q({wi}) > 0,Vi (la mesure Q étant
équivalente a P).

- Montrons de plus que ce systeme de prix est consistant; on considére
pour ce un droit conditionnel de la forme:

X = Vp(®), ol ¥ est une stratégie admissible.

On a
BrVr(®) = pr-®(T)-S(T)
-1
= Br®(T) -S(T)+ Zj(cp(i) —®(i +1))8,S(1))

(cette somme étant nulle par le caractére auto-financé de la stratégie)

T
= Y () (BS() — Auus - SGi = 1) + B(1)3; - S(1),

i=2
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et donc:
*(Vr(®)) = Eq(BrVe(®)
T
- & (z $G)(6: - SG) — fis -S(i-l))+Eo(«b(1)ﬂlsu)).

1=2

Le processus 8 - S étant une martingale sous la mesure Q, et le processus ®
étant prévisible, il vient

EQ(®(:)(BS(3) — Bi-1-S(: - 1))

= Eg [Ex._,(2G)(A. - (i) — fier - S(i — 1))
= Eq [8() - Ex._, - (8:8() — fir - S(i — 1))]
=0.

Donc

m(Vr(®)) = Eq(®(1)- 5 -5(1))
®(1) - Eq(B: - 8(1))
= ®(1)- 8- S(0) = (1) - 5(0)

= Vo(®),

et le systeme des prix est consistant.

b) Montrons que (ii) définit une mesure-martingale:
- (ii) définit bien une mesure de probabilité:

QU{w}) =(S(T) - 1(wy) > 0,

puisque S°(T) - 1,y n'est pas identiquement nul et ¥ est un systéme de prix.

Considérons ensuite la stratégie telle que ¢° =1 et ¢* =0 (k= 1,...,K)
(stratégie consistant a ne détenir qu’une unité du titre sans risque). Il s’agit
d’une stratégie admissible, et x étant supposé consistant:

Vo(®@) = x(V7(®))

Or Vo(®) =1 et Vp(®) = S%T) = S%T) - 1q et donc 1 = =(S3 - 1g) = Q(N).
@ est ainsi une mesure de probabilité; reste & montrer qu’il s’agit d'une mesure-
martingale.

Montrons d’abord ’équivalence des relations (i) et (ii).

Si Q(A) = x(S%(T) - 1,), alors
Q({w}) = =(5%(T) - 1wy),
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et
7(X) = #(S°T)- fr) - X){ puisque S°T) = )
= w((ST)-Br) (X1 Ly + X2+ Lgy - - - + XN - Liwny))
ou X; = X(w;)
= X1 Br- W(SO(T) : l{w;}) + X2 - Br- W(SD(T) . 1{%}) +...
oo+ Xn-Br- W(SO(T) . I{WN})
= X1 Br-Q({w1}) + X2 Br- Q({w2}) +...+ Xn - Br- Q({wn})
= Eq(fr- X).

Fixons alors k > 1, et un temps 7 < T. Soit la stratégie admissible consistant
a détenir une part du titre risqué k, jusqu’a l'instant 7, puis de tout investir
dans le titre sans risque.

La stratégie est donnée par

() = lgcn
Ft) = 0 iZki#0
(1) = (§¥1)/8°%()) - 1sny.

Il s’agit bien d’une stratégie auto-financée, et on a

Vo(®) = S*0)
Vr(®) = (S%(r)/$°(r))- SUT) = S°T) - B, - S¥(r).

x étant par hypothése un prix consistant, on a
Vo(®) = n(Vr(®)),
et donc
540) = x(S(T) - B; - S5 (7)),
ou
S5(0) = Eq(8, - S*(r)),
par la formule d’équivalence entre (i) et (ii) démontré ci-dessus.
Il en résulte bien que le processus 3 - S est une martingale sous la mesure

Q- =

Avant d’obtenir un résultat d’unicité, montrons au préalable le lemme sui-
vant.



190 FINANCE STOCHASTIQUE

LEMME 3.1

S’il existe une stratégie ®* auto-financée, mais non nécessairement admis-
sible (son processus-valeur pouvant donc étre négatif), telle que

W(®*) = 0
Ve(8°) > 0et E(Vi(®%)) >0,

alors il existe une opportunité d’arbitrage.

Démonstration

- Si le processus-valeur est positif (V($*) > 0), alors " est une stratégie
admissible et constitue une opportunité d’arbitrage.

- Sinon, il existe un instant ¢t < T, un ensemble A € F;, et un réel négatif
a < 0, tels que

®"(t)S(t) = a<Opourwe A
®"(u)S(u) > Opourw€ Aetu>t.

On définit alors une nouvelle stratégie par les relations

Y(u) = 0 (pour u < ¢)
P(u) = 0 (pour u > tet w ¢ A)

_ ] 90(w)—a/S°(t) k=0
Pru) = { 6 (u) k=1,2,....K

(pour u >t et w € A).

Montrons que 1 est une stratégie admissible et constitue de plus une op-
portunité d’arbitrage.

a) v est une stratégie auto-financée.
I suffit de montrer que ¥(t +1)- S(t) = 0 (¢ est le seul instant de singularité
de la stratégie ¥ par rapport i la stratégie ®*).

Pourw e A,on a

(i +1)-5(0)

(4™t +1) — a/S°(1)) - 5°(1)
K
+2_ ¢t +1)5%()
k=1
= & (t+1)-S(t)—a=d"(t)-S(t) —a=0.

b) 9 est une stratégie admissible pour u >t et w € A:

K
P Sw) = ($7) - o/S0) - ) + 3 4 w) - SHW)
= W(u)-S(u) - a-S°(u)/S°(t) 2 0
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Le processus-valeur de la stratégie 4 est donc positif.
Comme d’autré part, Vr(3) > 0 pour w € A, il en résulte que ¥ constitue
une opportunité d’arbitrage. ]

On peut alors énoncer et démontrer le théoréme d’unicité.

THEOREME 3.2

Le modéle de marché ne comprend pas d’opportunité d’arbitrage ssi I'espace
des mesures-martingales 7 est non vide. Le modele est alors dit viable.

Démonstration

a) Supposons 'espace des mesures-martingales 7 non vide. Par le théoréme
3.1, il existe alors des systemes de prix consistants; choisissons un tel prix =, et
soit ® une stratégie admissible telle que V5(®) = 0. Comme 7 est consistant,
on a

*(Vr(®)) = Vi(@) = 0
et donc V¢(®) = 0 puisque 7 est un prix. Il ne peut donc y avoir opportunité
d’arbitrage.

b) Supposons qu'il n’y ait pas d’opportunité d’arbitrage; on va alors construire
explicitement un prix consistant, qui permettra, par le théoréme 3.1, de générer
une mesure-martingale. Posons

X* = { droits conditionnels X tels que EX > 1}

X% = { variables aléatoires X telles que X = Vp(®),
ot ® est une stratégie auto-financée non nécessairement
admissible, telle que Vo(®) = 0}.

S’il n’y a pas d'opportunité d’arbitrage, alors par le lemme 3.1, les ensem-
bles X+ et X? sont disjoints.

Or I’ensemble X* est un coéne convexe et fermé alors que X° est un sous-
espace linéaire.

Par le théoréme de séparation des hyperplans, il existe une fonctionnelle
linéaire I telle que

L:RT"SR: L(X)=0 VXeX°
L(X)>0 VX eX*.

Il en résulte par linéarité que L(1,) > 0 (Vw € §2).
Posons alors #(X) = L(X)/L(S%T)). Montrons que 7 est un candidat-
prix consistant:
(i) 7 est un systéme de prix: 7 est une application linéaire et n'est nul que
pour un droit identiquement nul.
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(ii) 7 est consistant avec le modéle de marché: soit ® une stratégie ad-
missible; on construit la stratégie associée 1, auto-financée mais non
nécessairement admissible:

o= { G L

On a: Va(¥) = 0 et Va() = V(@) — Va(®) - S%(T).
Or Vr(¥) € X° et #(X) =0 pour X € X°.

Il en résulte:

0
1,...,K

0

n(Ve()) = 7(Ve(®) — Vo(&) - °(T))
#(Ve(®)) - Vo(®) - n(S°(T))
= =(Ve(®)) - Vo(®).

Donc #(Vr(®)) = Vo(®) et 7 est consistant.
On a ainsi réussi & construire un systéme de prix consistant, et de ce fait
une mesure-martingale par le théoreme 3.1 (formule (ii)). .

Ce théoreme entraine le résultat annoncé d’unicité du prix pour les droits
conditionnels réalisables.

COROLLAIRE 3.2

Si le modele est viable (absence d’opportunité d’arbitrage), il existe un
unique prix associé a tout droit conditionnel réalisable, et on a:

m(X)=Eq(Br-X) VQeT.

Démeonstration

Supposons I'existence de deux prix tels que #3(X) > m(X). Montrons que
le portefeuille suivant ® entraine une opportunité d’arbitrage:

- achat du droit conditionnel au prix my;

- vente du droit conditionnel au prix m;

- achat de (7; — 1) unités du titre sans risque.
Cn a

Vo(@) = m(X)—m(X)+(m—m)-5°(0) =0

V(@) X =X+ (r2—m)-S%T)
(7('2 —7!"1)' SO(T) >0,

® est une stratégie auto-financée et, par le lemme 3.1, entraine D’existence
d’une opportunité d’arbitrage. ]
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En P’absence d’opportunité d’arbitrage, les théoremes 3.1 et 3.2 permettent
donc d’associer & tout droit conditionnel réalisable X un prix donné par:

7‘-(A’) = EQ(ﬂTX)!

ol @ est une mesure martingale.

Il reste 4 examiner quand un droit conditionnel donné est réalisable, afin
de pouvoir lui appliquer cette formule de tarification.

Montrons au préalable la proposition suivante.

ProPoOSITION 3.1

(i) Si @ est une stratégie admissible, le processus 8- V(®) est une martingale
pour toute mesure Q) € 7.

(ii) Si X est un droit conditionnel réalisable, alors pour toute stratégie admis-
gsible ® générant X on a

Be - Vi(®) = Eq(B: - X|Fy).
Démonstration
(i) Comme ® est une stratégie auto-financée, on a
ABV@): = Bi-Vi(®) = fior - Vit (2)
= B Q(t) : S(t) — B Q(t - 1) : S(t - 1)

By (1) - S(t) — Bi-r - B(t) - S(t —1)
®(1) - (ABS):

i

Comme le processus ® est prévisible, et le processus S est par définition une
martingale sous toute mesure Q € T, le résultat en résulte.

(i) I suffit de poser dans (i) Vo (®) = X. ]
COROLLAIRE 3.3

Si le droit conditionnel X est réalisable, le processus-valeur de la stratégie
générant le droit, doit satisfaire la relation

v, = ﬂl “Eq(: - X|7)).
t

On obtient ainsi une forme explicite du candidat “processus-valeur” de la
stratégie générant le droit.

On introduit alors la notion de complétude du marché (propriété de représen-
tation).
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DEFINITION 3.8

Le modele de marché est dit complet, si tout droit conditionnel est réalisable.

Un marché complet et sans opportunité d’arbitrage permet donc de tarifer
tout droit conditionnel de maniére unique.

Dans le modele discret présenté ci-dessus, cette propriété de complétude
est liée a la dimension de I'espace, et plus précisément a une adéquation entre
le nombre de titres présents, et un indice reflétant le nombre d’aléas & chaque
période.

Plus précisément, introduisons les définitions suivantes.

DEFINITION 3.9

Soit T;, la partition de I’espace 2, engendrée par la filtration JF;.
Le modeéle de marché est dit contenir une redondance s’il existe un vecteur
a € RX+! non nul, un instant ¢ < T, et un ensemble A € 7; tels que

P(o-S(t+1) = 0]A) = 1.

Il s’agit d’une relation linéaire de dépendance entre les titres.
On supposera, dans la suite, le modeéle non redondant.

DEFINITION 3.10

Si A € Tq, alors 'indice de splitting K( A) est le nombre de cellules de la
partition a l'instant suivant, soit 7¢41, contenu dans 'ensemble A.
Si le marché est non redondant, on a

K(A) > K +1.

On peut alors montrer (voir Kreps (1979)) la liaison suivante entre la complétude
et cet indice.

PROPRIETE 3.4

Si le modéle est non redondant, le marché est complet ssi;
K(A)=K+1 VAeT (¢t=0,1,...,T-1). (6.1)

Démonstration

Montrons ce résultat sur une période de temps (I' = 1). Dans ce cas,
I'indice de splitting est égal au cardinal N de 'espace de probabilité, puisque:

T = {0}
T {{Wl},{w2},---,{wN}}-
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La cellule unique § de 75 se subdivise en N cellules de 7;.

D’autre part, un droit conditionnel est un vecteur non négatif de la forme
{X(w1),.--,X(wn)}. Les titres S°,5%,..., SX, sont également décrits chacun
par un vecteur, la valeur k étant de la forme {S*(w;), S*(w2),-..,S*(wn)}-

Le probléeme de complétude revient & exprimer le vecteur X comme com-

binaison linéaire des K + 1 variables (avec i + 1 < N, puisque le marché est
non redondant).

On obtient ainsi un systéme:

X(w) = ap - 8%wi) + a3 - SYwy) +... + ag SK(wy)
X(wg) =ap- So(wg) +oy-SHwr)+...+ aKSK(wz)

X(wn)=ao-S%wn)+or- SN (wn)+...+ aKSK(wN)

Comme K + 1 < N par non-redondance, ce systéme n’admet de solution
générale pour tout vecteur X quesi K +1= N, [

Nous illustrerons cette propriété sur quelques cas particuliers au paragraphe
suivant.

Nous pouvons donc résumer ainsi les différents résultats obtenus dans le
cadre de ce modele discret.

CONCLUSION

Si I'indice de sphtting du modéle est égal au nombre de titres sur le marché,
et 8’il existe au moins une mesure-martingale, alors:

(i) tout droit conditionnel est réalisable (i.e. peut étre dupliqué pour une
stratégie admissible);
(i) tout droit conditionnel X admet un prix unique donné par:

=(X) = Eq(fr - X), (6.2)
ou () est une mesure-martingale.

Si la propriété (ii) permet la tarification des droits conditionnels, la pro-
priété (i) a également son importance financiere puisqu’elle assure pour I’émet-
teur du droit conditionnel, une statégie “dupliquante” de couverture.

6.2 Exemples
EXEMPLE 1: MODELE BINOMIAL SUR UNE PERIODE

Considérons le modéle binomial sur une période:
titre non risqué :

5%0)=1 S°1)=1+r,
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titre risqué :

4 (w=w)
v (w=ws).

5'0)=1 S‘(1)={

avec comme contrainte: 0 <v <14r < u.

On s'intéresse a la tarification d’une option d’achat sur le titre risqué, de
prix d’exercice c avec v < ¢ < u.

a) Recherche d’une mesure-martingale

On cherche une mesure § sur 'espace 2, telle que

Eq[(1+ 5‘(1)] S10) =1.

En notant o (respectivement 1 — &), la probabilité sous la mesure } attachée
a I'événement w; (respectivement wy), il vient

1. [c-u+(1—-0a)-v]=1,

14+~
c’est-a-dire:
_(l+r)—v
T u—vw
1_a=1_1+r—v=u—(r+1).
u—v u—v

b) Tarification de optiop d’achat
Le droit conditionnel correspondant & 'option d’achat de prix d’exercice ¢
peut se représenter par

X = (8'(1) - o)*.

Son prix sera

mX) = Eq(lﬁl—r.X)
= 1+r [(u—c)+ vv (v-c)“’.%]
(v—o)((1+r)—v)
T+ )= v)

(puisque v < ¢ < u).

c) Stratégie dupliquante

En notant respectivement ¢ et ¢,, la part de la stratégie investie dans le
titre non risqué et le titre risqué, on a les conditions suivantes de duplication
de 'option

o+ S°(0) + ¢:51(0)
$o- S°(1)+ ¢1 - §7(1)

(X)
X, (pourw =w et w=uwy),
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c’est-a-dire le systeme:

_(u—c)l+r—vw)
$o+ = 1+1)u_0)

bo-(1+r)+d-u=u—c
do-(1+7)+ ¢ -v=0

On peut montrer que ce systéme de 3 équations a seulement 2 inconnues admet
néanmoins une solution unique donnée par
(u—c)-v (u—e)-(1+7)
T+ =) T+ru=2)

On notera le signe négatif du coefficient ¢o (vente 3 découvert du titre sans
risque).

¢o = et ¢ =

d) Condition de splitting
Les conditions de compatibilité sont bien remplies puisqu’il y a deux titres

et deux états possibles. On peut ainsi tarifer de maniére unique 'option et
obtenir une stratégie de couverture.

EXEMPLE 2: MODELE A TROIS ETATS

A titre de contre-exemple, considérons le cas d’un modéle binomial sur une
période, comprenant deux titres (un titre non risqué et un titre risqué), mais
admettant cette fois trois états (2 = {w;,wa,ws}):

- évolution du titre risqué:

1+a (w=uw)
S'0y=1 S'={1-a (w=uw,)
1 (w = ws),

avecl<r<a<l.

Le titre risqué peut donc cette fois, soit croitre, soit décroitre, soit se main-
tenir.

La condition de splitting (2 titres; 3 états) n’est plus remplie; montrons:

a) qu'il n’y a pas unicité des mesures-martingales;

b) que l’option d’achat n’est pas un droit réalisable;

c) que l'application de la formule de tarification & ’aide de différentes
mesures-martingales conduit 4 des prix différents.

a) Multiplicité des mesures martingales

En notant respectivement «, 8 et 1 —a— les probabilités attachées sous une
mesure-martingale @}, aux événements w,,w, et ws, la condition de martingale
devient ] '

T e+ +p0—a) +(1-a-Bl=1,
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ce qui peut s’écrire:
r+a- r
ST B
a a

On obtient donc une famille & un parametre de mesures-martingales données
par

1

2 2a
A titre d’exemple, mettons en évidence les deux mesures-martingales parti-
culiéres suivantes:

T={C+pp1-T-2p05p<5-2}.

DB=0:Q=(501-1)
1 r 1 r 1 r
9B=5-5:9= (3555530

b) Absence de stratégie dupliquante
Considérons a titre de droit conditionnel, une option d’achat sur le titre
risqué, de prix d’exercice ¢; on suppose par exemple

l-a<l<e<]l+a.

La stratégie {0, #1} doit alors satisfaire aux conditions

do-1+r)+d-(1+a)=(1+a-c)
$o-(1+r)+d =0
po-(1+r)+é1-(1—a)=0.
Ce systeme n’admet pas de solutions. Le droit conditionnel n’est donc pas
réalisable.

¢) Tarification

Le droit conditionnel n’étant pas réalisable, on ne peut appliquer la formule
de tarification (6.2). Montrons que I'application de cette formule, & 'aide de
deux mesures-martingales @; et Q2 conduit & deux prix différents:

n(X) = Eo [ (80 - o]
1 r
= 5o 4e-9
n(X) = ko[ (8'0) - 9]
1

1 r
g T (e
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Ces deux prix différent bien.

EXEMPLE 3: MODELE BINOMIAL GENERAL

Considérons le modele binomial sur T périodes, avec K + 1 titres:
- titre non risqué:

SPy=1 SW=(1+r)' (t=1,...,T)
- titre risqué: (k =1,...,K)

S¥0)=1 S*t) = Ij(l + a5 - x*(5)),

A

ou

@) x"(1),x1(2)s -, XM (1), x*(1),x3(2);- -, x* (1), x*(t) constitue une
suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,
prenant les valeurs 1 ou —1;

()0 <r<ak <.

Dans ce modele, 'indice de splitting est de 2% (2 possibilités & chaque instant,
pour chacun des K titres). La condition de splitting (6.1) devient ici

oF = K +1,

dont la seule solution est K = 1 (modele avec un seul titre risqué (voir le
modele développé au paragraphe 4.1)).

6.3 Modele continu

Nous résumons ici la généralisation continue du modele discret présenté au
paragraphe 6.1.

La méthodologie étant identique a celle vue ci-dessus (seuls les outils de
modélisation different), nous renvoyons a 'article d’Harrison-Pliska pour plus
de détails et & P’annexe 5 pour les éléments théoriques utilisés (théorie des
semi-martingales). L’espace des temps est cette fois un intervalle:

[0,T] CR.
Sur l'espace de probabilité (§2, F,P), est supposée définie une filtration:
F={F;tel0,T]}.

Sur cet espace, on définit un processus vectoriel stochastique modélisant 1'évolu-
tion de la valeur des K + 1 titres (un titre non risqué; K titres risqués):

{$(t,w);5 =0,1,...,K;t € [0,T);w € 2}
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supposé adapté & la filtration F, et & valeurs strictement positives. De plus, les
trajectoires de ces processus seront supposées continues a droite, et admettant
une limite & gauche (processus dits cad-lag). Chacun de ces processus sera
enfin une semi-martingale (voir paragraphe 4.7 du chapitre 1).

La valeur indicée 0 représente le titre non risqué; le processus correspondant
sera supposé absolument continu et & variation finie.

On notera

¢
So%t,w) = exp/ r(s,w)ds.
0
Le processus r modélise le taux sans risque.

On notera 8, = (facteur d’actualisation). Le processus vectoriel Z =

1
S°(t)
B - S sera appelé processus actualisé, et sera également une semi-martingale
vectorielle.

Sur ce marché de valeurs ainsi définies, une stratégie sera un processus
prévisible: )
¢ ={¢(t,w)j=0,1,...,K;t€[0,T);w € OQ}.
La variable aléatoire ¢/(t) représente la quantitée de la valeur j détenue &
Pinstant ¢.
Le processus-valeur de la stratégie ¢ est défini par

K
V(@) = #(1) - S(t) = 3 _ ¢*5(t)S*(2).
k=0

Le processus gain cumulé de la stratégie ¢ est défini par
t K
— — k k
Gu(9) = [ bu)istu) = 3 [ #(u)dsH(w

(il s’agit d’une intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale: voir
annexe 3).
Une stratégie est dite auto-financée si

Vi(¢) = Vo(¢) + Gi(@) -

On introduit également les versions actualisées des processus gain cumulé et
processus-valeur:
- processus-valeur actualisé

Vi) =Be- Vi(@);

- processus gain actualisé

¢ K n
Gi(#) = [ dwdziw) = 3 [ #"(s) - d7*(u).
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La notion de stratégie auto-financée peut alors étre exprimée en terme actu-
alisé:
- une stratégie est auto-financée ssi

V(@) = V5(9) + Gi(9).

L’espace des mesures martingales T est |’espace des mesures de probabilité
@, équivalentes & la mesure P, telles que le processus actualisé Z = - S soit
une martingale sous Q.

Nous supposerons simplement ici cet espace non vide; notons P* € 7, une
telle mesure-martingale.

Une stratégie ¢ est dite admissible ssi:

(i) le processus-valeur actualisé V*(¢) est positif;

(ii) le processus ¢ est tel que les processus

0 = [ (@) iz, 24,

sont localement intégrables;

(iii) la stratégie est auto-financée;

(iv) le processus V*(¢) est une martingale sous P*.

On notera les adaptations nécessaires de cette définition par rapport au
modeéle discret (voir définition 3.3) en vue de rendre la théorie consistante et
d’assurer notamment 'unicité des prix.

Un droit conditionnel est une variable aléatoire X, payable a I'instant T,
Fr-mesurable, et supposée non négative.

Un droit conditionnel est réalisable s'il existe une stratégie admissible ¢,
telle que

Vr(¢) = Br- X.

Dans ce cas, le montant 7 = V*(¢) est le prix unique associé au droit condi-
tionnel X, et on peut écrire

(X)) = Ep.(BrX). (6.3)
Le droit conditionnel X est dit intégrable si

Ep.(BrX) est fini.
On a alors la caractérisation suivante des droits réalisables.

PROPRIETE 3.5

Soit X un droit conditionnel intégrable et soit V* le processus défini par la
modification cad-lag de
Vi = Ep(BrX|Fy).
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Alors le droit X est réalisable ssi le processus V* admet la représentation

K‘=IG+£HMH@)

K
W+Ej#mm%x (6.4)
k=1 o

ol H est un processus vectoriel prévisible tel que les processus

([wreyaz,z4.) "

soient localement intégrables (k =1,..., ).

Dans ce cas, V*(¢p) = V" ainsi défini, pour toute stratégie admissible ¢
générant le droit conditionnel X.

Le modele de marché est dit complet si tout droit conditionnel intégrable
est réalisable.

Dans ce modele continu, le probleme de complétude est lié & une propriété
de représentation de martingales (voir (6.4)), étudiée en théorie générale des
processus stochastiques.

On peut montrer en particulier que les modéles continus suivants sont com-
plets:

1. modéle brownien géométrique & une dimension (voir paragraphe 4.4 du
chapitre 1); ceci justifie 'approche de neutralité au risque du modele de Black
et Scholes (paragraphe 4.2.4);

2. modele brownien géométrique multidimensionnel (les K titres risqués
sont alors chacun modélisés par un processus de type brownien géométrique);

3. modeéle de Poisson 4 une dimension (voir paragraphe 4.2 du chapitre 1).

7 Application des options a I’assurance
sur la vie

Les contrats d’assurance-vie, par les garanties de taux qu’ils octroient,
que ce soit en cas de liquidation prématurée (rachat), ou d’arrivée a échéance,
constituent un champ d’application évident de la théorie des options. Nous
nous intéresserons dans ce cadre, et a titre d’application des principes de ta-
rification d’option élaborés ci-dessus, a un contrat d’assurance-vie en unités de
compte (ou unit-linked; pour plus de détails sur ces produits, voir Delvaux et
Magnée (1991)).

Les capitaux de ce contrat seront donc directement liés & la valeur d’un
portefeuille de référence; ce dernier peut étre constitué de différents titres
financiers (actions, obligations,...). L’introduction d’une option se fera par la
contrainte de valeurs minimales de capital garanties par 1’assureur, quelle que



LES OPTIONS 203

soit I'évolution réelle du portefeuille de référence. Ce type de contrat, dénommsé
dans la littérature equity-linked life insurance with an asset value garantee, a
été notamment étudié par Brennan et Schwartz (1976). Nous suivrons ici leur
développement.

7.1 Formulation du probléme

On s’intéresse & un contrat d’assurance-vie caractérisé par les prestations
suivantes, payables en cas de déces prématuré avant un instant fixé T ou en
cas de vie a cet instant T'. Le montant L(f) du capital payable au bénéficiaire
4 l'instant ¢ du décés de 'assuré (0 < t < T'), ou au terme T du contrat en cas
de vie de ’assuré a cette date, est égal au maximum entre

- un montant prédéterminé /() fixé & la souscription du contrat,

- un montant aléatoire S(t) li€ a la valeur-marché du portefeuille de référence:

L(t) = max{K(t); S(t)} (0<t<&T).

La composante aléatoire S constitue pour assureur une opération de place-
ment, sans risque pour lui.

Le risque pour I’assureur réside dans l'octroi de la garantie K; la prestation,
peut, dans cette optique, se réécrire

L(t) = S(t) + max(0, K () — S(t)). (7.1)

Le probleme consiste a tarifer cette garantie (prime de risque a réclamer par
P’assureur pour cette couverture).

On reconnait déja dans cette formulation une parenté évidente avec les
options de vente de prix d’exercice K.

7.2 Calcul de la prime unique

On s’intéresse au calcul de la prime unique & verser & la conclusion de ce
contrat. Nous noterons:

x = age initial de 'assuré en t = 0,

T = durée du contrat,

r = taux instantané d’intérét sans risque,

{K(t);0 <t < T} = fonction déterministe modélisant la garantie,

{S(t,w);0 £t < T;w € N1} = processus stochastique modélisant I’évolution
du portefeuille de référence,

{X(t,w);0 € t < T;w € Q} = processus-valeur d’une unité monétaire
investie a l'instant initial dans le portefeuille de référence (X (0) = 1).

On a
S(t,w) =D - X(t,w),
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ot D est le montant unique investi, pour le compte du contrat envisagé, dans
le portefeuille de référence.

En vue de tarifer le contrat, nous supposerons dans un premier temps que
celui-ci expire avec certitude a la fin de 'année {.

En vertu du principe d’équivalence entre engagement de 1'assureur et en-
gagement de D’assuré, calculer la prime unique pure revient & déterminer la

valeur marché de la prestation L(t), & la souscription du contrat, que nous
noterons:

Va(L(2)) -
Par additivité, on a

Vo(L(t)) = Va(S(t)) + Va((K(¢) — S())*).

Il vient successivement

a) Vo(S(2)) = Vo(D - X(t)) = D (montant initial investi dans le portefeuille
de référence).

b} La variable aléatoire (K (t}) — S(t))* correspond & la valeur a ’échéance

d’une option de vente sur le portefeuille de référence S, de prix d’exercice K (t),
et on peut noter

Vo((K(t) — S()*) = P(D, ¢, K(1)),

ou P désigne le prix d’une option de vente d’échéance t.

La prime totale & versér dans I’hypothese d’une liquidation du contrat 3 la
date t, est donc

Vo(L(t)) = D + P(D,t,K(t)) . (7.2)
Le premier terme représente le montant investi. Le second terme représente la
prime de risque correspondant 4 la garantie offerte.

Si 'on utilise, a titre d’exemple, la formule de tarification de Black et

Scholes, c’est-a-dire si 'on suppose que I’évolution du portefeuille de référence
est donnée par

dS(t) = S(t) - a-dt + S(t) - o - dw(t), (7.3)
avec o
il vient (voir (4.18)):

Vo(L(t)) = D + [K(2) - ™ - ®(~dy) = D - ¥(—d1))], (7.4)

_ log D/K(t) + (r + j0™)t
2 oVt
1

L [* -en
m/_me dt.

=

—
8

~—
|
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Afin d’introduire, dans un second temps, le risque viager (i.e. introduire une
distribution de I'instant ¢ de liquidation du contrat), on pose:
1P = probabilité, étant vivant a I'Age =, d’étre encore en vie a 'age z + ¢;
g-41 = probabilité, étant vivant & I'ige = + ¢, de décéder entre 'dge z + ¢
et lagex +t 4 1;
¢:(z) = probabilité d’expiration du contrat au cours de 'année t par déces
=t—1 Pr * Gr4t-1 (t < T,
g7 () = probabilité d’expiration du contrat au terme T’
=7-1 Pz-

On a alors, en supposant les prestations payables a la fin de I'année du
déces, et en notant PU, le montant recherché de la prime unique:

PU =

M=

9u(=) - Vo(L(2))

-
N
-

T
(avee Sale)=1)

Il
M=

a(z) - [D + P(D,t, K(1))]

o
1]
-~

T
qt(x) + eq(-‘”) ' P(‘D’t’ I{(t))

™M=

= D-.
t=1 t=1
T-1
= D+ Z t=1Pz * G4t~ - P(D,t, K(t))
t=1
+e1ps - P(D, T, K(T)) (7.5)

Le premier terme représente le montant investi. Le deuxiéme terme représente
la prime de risque correspondant aux garanties minimales en cas de déces.
Le troisieme terme représente la prime de risque correspondant a la garantie
minimale en cas de vie.

7.3 Propriétés

En vue d’étudier les propriétés de ce principe de calcul de prime, nous nous
intéresserons au cas particulier suivant:

a) le portefeuille de référence obéit & un processus brownien géométrique
(cf. (7.3)), et on utilise la formule de tarification d’option de Black et Scholes;

b) la garantie minimale est de la forme:

K(@t)=D-e¢"

{capitalisation du montant investi & un taux j, appelé taux technique, fixé de
commun accord entre ’assureur et ’assuré).



206 FINANCE STOCHASTIQUE

La prime unique prend alors la forme

PU

T
D+ DZq;(z) - P(1,t, e"")

t= ]

D+D2qt(z) [e97t0(~d;) — ®(~dy)] (7.6)

ou
_ loge ™ 4 (r£ o)t
2 oV
(r—j+ o)
NG
ey
o

2

Le parametre déterminant est donc la différence entre le taux r sans risque du
marché et le taux technique j; en notant * =j —r, on a

PU=D- [1+Zq, (z) - (e"<I>( + = )f) @((%—%)\/E))]. (7.7)

Dans le cas particulier ol * = 0 (adéquation entre le taux du marché et le
taux technique), il vient

PU=D [1 + iq,(z) (20(aVt/2) — 1)] )

t=1

Montrons que ce principe de calcul de prime hérité de la théorie des options
contient en général un chargement de sécurité.

DEFINITION 3.11

- Un principe de calcul de prime w est un opérateur associant a une variable
aléatoire R, modélisant le risque a assurer, un nombre réel P, appelé prime:

r:R—n(R)=

- Un principe de calcul de prime 7 contient un chargement de sécurité si
=(R) — E(R) > 0.

PROPRIETE 3.6

Le prime unique (7.7) obtenue & partir de la formule de Black et Scholes
contient un chargement de sécurité.
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Démonstration

Le risque R, correspondant a V’option de vente, est donné par
+
Rw)=e" (¢ = X(t,w))",

(valeur actuelle au taux du marché de la valeur & P’échéance de l'option de
vente, en supposant la liquidation du contrat a I’instant t).

La prime relative a ce risque, découlant de la formule de Black et Scholes,
est donnée par

7(R) = P(1,t,¢")

= o (T4 DvE) e (2 -2E). (19)

D’autre part, ’espérance mathématique de la variable aléatoire R est donnée
par

E(R) = e /0 (@' — 2)dF\(z)

ou F; est la fonction de répartition de la variable aléatoire X(¢), qui admet
une distribution log-normale (cf. annexe 4) de parametres

a

2
g
S
(a-%)
b = o-L.

On a donc (voir annexe 4):

E(R)=e™ /Oeﬁ(e" - x)#—x exp — (&”:26—2—6)2) dz.

Considérons le changement de variable

nr —a

y=—7F —ouzr= ettvt,

On a alors

E(R) = e ./Lr(eﬁ - e‘”’”'b) . —1 Le v, bxdy

—o0 b\/2—7l'$

- e-"/% . Vi —e"t/”_? eHv_L_ovhg
- V2T y —co Vor Y

= O (J‘T‘“) —I-e

Il vient successivement

)
jtb—a=jt—ga\/;a?)t=(j—a+z)\/f.
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b)
_ [T e
1= [ '\/27 d
J% 1 (p=t)? b3 /2
= —_——e 7 ¢ dy
L. 7=
= 2.9 ]tb —b)—ez'/2 <I>( )

On a donc finalement
B(R) = &40 (L2 + D)vE) e 0 (=2 -2vE). 9

Les expressions (7.8) et (7.9), respectivement de 7(R) et de E(R), a comparer,
ont une forme analogue; #(R) apparait comme une particularisation de E(R)
en y posant ¢ = r.

Le chargement de sécurité peut donc s’écrire, en posant c=a —r:

s0) = 7(R) ~E(R) = eia (L2 + 2v1) - o (L

[ (e ) e (- V)

Ce chargement de sécurité est bien positif compte tenu du lemme suivant, et
de la contrainte ¢ > 0, c’est-a-dire a > r (taux moyen d’un placement a risque
strictement supérieur au taux sans risque du marché).

)

LEMME 3.2
La fonction g(c) est une fonction strictement croissante, et on a:

g(c) <0 pourc<0
gle)=0 pourc=9
g(c)>0 pourc>0.

Démonstration

a) g(0) = 0 découle de la définition de la fonction g.
b) En dérivant la fonction g, il vient

9 _ et j—r—c o =y 0 j-—r—c. o
5 = e o (E= - vE) e (=24 )vE)

4 2
a 0 j—-r—¢ o
+et e (E=-Dvi)
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- t.e%((’—r—c—%\ﬁ)+ bt d)’( ia, )\/')
A (¢ 500
= I+1I-IIL )

I étant positif, calculons 17 — II1I:

\/z(J-r)t 1 1l j—a o 2)
Ir-rir = 78 '*ECXP(_E((—‘J—+2)\/E)
\/E ( ) 1 1 j—a g 2)
JRNDR. St C ot h LI e ({— — =)/t
L e =exp (5= - DV
Vi G-rpt_ L 1,07 2 —a o
= 5 eXp—2(4+( %y 42! —-3)
\/E (a—r)t 1 1 (]—0)2 j—a o
——e \/2_e)‘p —2t( g -9 = 5)
= 0.
On a donc bien
QQ~I>0
dc ~ ’

REMARQUE

On peut également développer dans le méme cadre des modeéles de tarifi-
cation de contrats & primes annuelles plutdt qu’a prime unique (voir Brennan
et Schwartz (1976)).
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Annexe 1
Variables aléatoires

et processus stochastiques

1 Définitions générales de la théorie
élémentaire des probabilités

La notion de base de la théorie des probabilités est celle d'espace de pro-
babilité, constitué du triplet suivant:

- un ensemble 1,

- une o-algébre F sur (1,

- une mesure de probabilité P sur F.
Définissons chacun de ces éléments.

DEFINITION 4.1
Soit ! un ensemble; les éléments w de 'ensemble {} peuvent étre interprétés
comme les résultats possibles d'une expérience aléatoire, lls seront dénommeés

cvénements élémentaires.

DEFINITION 4.2

Une g-algebre F sur ’ensemble 2, est un ensemble de parties de §2, qui con-
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tient la partie vide et qui est stable pour les opérations de réunion dénombrable,
d’intersection dénombrable et d’ensemble complémentaire. Les éléments de F
seront appelés événements.

DEFINITION 4.3

Une loi de probabilité P sur 'espace (£, F) est une mesure définie sur F,
positive, de masse totale égale a 1.

Cn a donc :

a)P() =1

b)P(A) >0 VAeF

¢) P({J An) = ) _P(A,), pour toute suite (A, )uen d’événements disjoints.

n n
Le nombre P(A) sera appelé probabilité de 'événement A (A € F); il
s’agira d’un nombre réel compris entre 0 et 1.

DEFINITION 4.4

Un événement A € F est dit presque sur si sa probabilité est égale a 1.
Un événement A € F est dit P-négligeable si sa probabilité est nulle.

DEFINITION 4.5

Un espace de probabilité (2, F,P) est dit complet si toute partie A de 1
contenue dans un ensemble P-négligeable appartient & la o-algébre des événe-
ments F.

Sur un espace de probabilité ainsi défini, on introduit la notion de variable
aléatoire qui modélise le résultat quantitatif de ’expérience aléatoire envisagée.

DEFINITION 4.6

Une variable aléatoire X définie sur ’ensemble §1 a valeurs dans un espace
mesurable donné (E,£) est une fonction mesurable de (@ dans E c’est-a-dire:

X:Q—=>F:w— XWwEE,
tel que X~'(A) € F pour VA € £.

La tribu F(X) associée a la variable aléatoire X est la o-algébre sur Q2 engen-
drée par les ensembles de la forme wp = {w € 0 : X(w) € Bjou B€ €£.
EXEMPLES

- Variable aléatoire réelle: fonction & valeurs dans R (la o-algébre £ étant
alors la tribu de borréliens sur R, B).
- Vecteur aléatoire réel: fonction a valeurs dans RV,
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On supposera dans la suite, sauf mention contraire, que toutes les variables
aléatoires sont a valeurs dans ’ensemble R ou dans un sous-ensemble fini ou
non de R.

DEFINITION 4.7

Une variable aléatoire X est dite discréte si elle prend ses valeurs sur un
ensemble dénombrable (par exemple N ou Nt).

La loi de probabilité définie sur 'espace (2, F,P) induit sur la variable
aléatoire X, une loi.

DEFINITION 4.8

La loi de probabilité (ou distribution) de la variable aléatoire X définie sur
'espace de probabilité (2, F,P) est la mesure Qx sur 'espace (E,£) définie
par

Qx(A)=P{lwe: X(w)e Ajou A€ €.

Pour une variable aléatoire réelle, la distribution peut étre caractérisée par
la notion de fonction de répartition.

DEFINITION 4.9

La fonction de répartition Fy de la variable aléatoire réelle X est la fonction
a valeurs réelles définie par:

Fy :R—=[0,1]: 2 = Fx(z) P{w € 0 : X(w) < z}

@x({~00,2)).

Lorsque la variable aléatoire est discréte, sa fonction de répartition est une
fonction en escalier; en notant P(w € 2 : X(w) = ;) = p, (avec T, pi = 1), il
vient

Fx(z)= Y pi-

tlz, <z

A Vopposé de variables aléatoires discrétes, on introduit les notions de vari-
ables aléatoires continues et absolument continues.

DEFINITION 4.10

Une variable aléatoire est dite continue si sa fonction de répartition est
continue,
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Une variable aléatoire est dite absolument continue si sa fonction de réparti-
tion est absolument continue; on peut alors écrire:

Fx(z) = /_ w Fx(t)dt.

La fonction fx ainsi définie est appelée densité de probabilité.
Cette fonction satisfait les deux conditions:

a) fx(t) > 0 pour presque tout t;

b) [%%, fx(t)dt = 1.

On peut alors introduire la notion fondamentale d’espérance mathématique
d’une variable aléatoire.

DEFINITION 4.11

L’espérance mathématique de la variable aléatoire X, notée EX, est définie
par le nombre réel, s’il existe:

EX = fn X(w)dP(w) .

En particulier:
1) lorsque la variable aléatoire est discréte, on a

EX = Zz.p, ;
2) lorsque la variable aléatoire est absolument continue, on a
o0
EX =/ 2 fx(x)dzx.
-00
D’une maniére générale, on a
o0
EX = [ zdFx(z) .
On définit d’une maniere analogue les moments d’une variable aléatoire.

DEFINITION 4.12

- Le moment d’ordre k de la variable aléatoire X (k = 1,2,3,...) est défini
par la quantité

k o0
EX =/ o - dFy(z) .
- Le moment centré d’ordre k de la variable aléatoire X (k = 1,2,3,...)
est défini par la quantité

E(X — EX)* = [_: (z — EX)*dFx(z) .
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En particulier, le moment centré d’ordre 2 s’appelle variance:
varX = E(X —EX)?=€X® - (EX)?
= / (z — EX)*dFx(z) .

-00

La quantité ¢ X = v/varX s'appelle écart-type.

Une notion dérivée de celle d’espérance mathématique et qui joue un réle
considérable en théorie des probabilités est celle d’espérance conditionnelle.

DEFINITION 4.13

Soient (£, F,P) un espace de probabilité, A une sous o-algebre de F et X
une variable aléatoire d’espérance mathématique finie. On appelle espérance
conditionnelle de X connaissant A, toute variable aléatoire ¥ A-mesurable
telle que

jA X (w)dP(w) = fA Y(w)dP(w) VAEA

Cette variable aléatoire est définie de maniére unique presque surement.
L’espérance conditionnelle, qui est une variable aléatoire (et non un réel
comme l'espérance mathématique), sera notée

Y =E(X]A).

L’espérance conditionnelle satisfait aux relations suivantes.

PROPRIETE 4.1

a) L’espérance conditionnelle étant une variable aléatoire, on peut en cal-
culer 'espérance mathématique, et on a

E(E(X|A)=EX ;

b) Si Z est une variable aléatoire mesurable par rapport a la sous-o-algebre
A,ona
E(Z-X|A)=Z -E(X|A);
¢) Si A; et A; sont 2 sous-o-algebres telles que:
A CACF,

on a

E(E(X]A2)| A1) = E(X| A1) .

Un outil analytique utilisé en théorie des probabilités est celui de fonction
génératrice (des moments).
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DEFINITION 4.14

La fonction génératrice Mx de la variable aléatoire X est définie, si elle
existe, par la fonction

Mx(u) = E(eX)
/::e"”de(z).

Le développement en série de cette fonction au point u = 0, permet d’obtenir
les moments de la variable X; on a en particulier

(0)=EX .

Les deux propriétés suivantes sont relatives a la fonction génératrice de la
somme de variables aléatoires.

PROPRIETE 4.2

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, de fonction généra-
trice respective Mx et My, la somme § = X + Y admet comme fonction
génératrice

Mg(u) = Mx(u) - My(u) .

Démonstration

Ms(u) = E(e*%) = E(e*X+1)) = E[e*¥] - E[e"Y]
wa(u) . Afy(u)

PROPRIETE 4.3

Soient
a) N une variable entiére non négative telle que
-P[N =n]=p, (n €N)
(e
- Mn(u) =m(u) = Z "™ - pa;

n=0
b) X;, X3, X3, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, indépendantes de la variable N, de fonction génératrice My.
On définit la variable

S=Xi1+X:...+ Xn .

La variable S est donc la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires.
Alors la variable § admet comme fonction génératrice

Ms(u) = m(log Mx(u)) .
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Démonstration -

a) Si S est la somme d’un nombre fixé de variables aléatoires indépendantes
et équidistribuées, il vient, conformément & la propriété 4.2,

S = X1+X2...+X“ nﬁxé
MS(U) = E[eu(X1+Xz...+XN)] = H E[eux.]
=1
= (Mx(u))" .

b) Si S est la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires,

Ms(u) = E[e*’] = E[E[e**|N]]
E[(Mx(u))N] = E[elsMx ()]

m(log Mx(u)) .

COROLLAIRE 4.1

ES = im(log M (u))lu=0 = m'(0) - ‘:\2((3))

= -EX .
70 EN-EX

Les notions introduites ci-dessus pour une variable aléatoire peuvent étre
généralisées en présence de plusieurs variables aléatoires (distributions multi-
dimensionnelles).

DEFINITION 4.15

Nous appellerons vecteur aléatoire X, une variable aléatoire a valeurs dans
RY:
X:Q-RY 1w (X (w), Xa(w),. .., Xn(w)) -
Chacune des composantes de ce vecteur est a son tour une variable aléatoire
(& valeur dans R), dont on peut calculer les moments.
On définit alors la notion de covariance de deux variables aléatoires.

DEFINITION 4.16

Soit X un vecteur aléatoire au sens de la définition 4.15.
(1) On appelle covariance des variables X; et X, la grandeur

COU(X,',XJ') = E[(X,' - EX.‘)(XJ' - EX_;)] .

Pouri = j,on a
cov(X;, X;) = varX, .
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(i) La matrice X définie par
Ii; = cov(X;, X))
est appelée matrice variance-covariance du vecteur X.

(iii) On appelle coefficient de corrélation des variables X; et X, la grandeur

_eon(X, X))
"~ (varX; - varX,)\/2°

p(X'hXJ)

(iv) Les variables X, et X, (i # j) sont dites non corrélées ssi p(X,, X,) = 0.
Une notion centrale en théorie élémentaire des probabilités est celle d’indé-
pendance, définie par:

DEFINITION 4.17

Les variables aléatoires Xy, X5, ..., Xy sont dites indépendantes si la loi de
probabilité du vecteur aléatoire X = (X1, X3,...,Xn) est la loi produit des
lois de probabilité des variables X, (: = 1,..., N), c’est-a-dire:

P[X; € B,;Vi € J] =[] P[X, € B,

tcJ

pour tout ensemble J inclus dans ’ensemble {1,2,..., N}, et toute famille B,
de borréliens deR (i = 1,...,N).

L’indépendance est caractérisée par les propriétés suivantes.

PROPRIETE 4.4

a) Si X;,X,,...,X, sont indépendants, et si pour i = 1,...,N, A; €
F(X;), (F(X,) étant la tribu engendrée par la variable aléatoire X,), alors

r[n4] = Trea).

1€J €]

ou J est inclus dans I’ensemble {1,2,..., N}. La réciproque est vraie.

b) Si X; et X; sont indépendantes, alors X; et X, sont non corrélés. La
réciproque n’est pas vraie.

c) Si Fy désigne la fonction de répartition du vecteur X définie sur R™, et Fy,
(i =1,...,N), la fonction de répartition de chaque variable X,, définie sur R
les variables X3, X3, ..., Xn sont indépendantes ssi

Fx(zy,23,...,25) = Fx,(21) - Fx,(22)... Fx,(z,).
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2 Distributions de probabilité particulieres

Nous décrivons ci-dessous quelques distributions particulieres utilisées dans
le cours de 'ouvrage.

2.1 Distribution binomiale
DEFINITION 4.18

On considere une expérience aléatoire pouvant avoir deux résultats possi-
bles: succes ou échec.

L’expérience est répétée n fois; ces n essais sont supposés indépendants.

La variable aléatoire comptant le nombre de succes lors des n essais est
appelée variable binomiale. Si p désigne la probabilité de succes lors de chaque
expérience, la variable binomiale X admet une distribution discréte donnée
par

P[X=j]=nn—ij)!pj(l_p)n_j (7=0,1,...,n).

7Y
Les caractéristiques de cette distribution sont données par:
PROPRIETE 4.5

a) Moments:

EX = np
np(l —p) .

i

varX

b} Fonction génératrice: Mx(u) = (1 + p(e* — 1))

2.2 Distribution de Poisson
DEFINITION 4.19

Une variable aléatoire discrete X admet une distribution de Poisson de
parameétre A (A > 0) ssi

PX=il=3et e

La distribution de Poisson modélise 1a probabilité d’apparition d’un événement
rare sur un nombre important d’observations.
Les caractéristiques de cette distribution sont données par:
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PROPRIETE 4.6
a) Moments:

EX =)
varX = X,

b) Fonction génératrice: My (u) = exp[A(e* — 1)}.

2.3 Distribution de Poisson composée

DEFINITION 4.20

Soient £1, £2, €3, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées; soit d une variable aléatoire de Poisson de parametre
A, indépendante des variables £,, alors la variable X définie par

9
X=3¢,

1=1

est dite admettre une distribution de Poisson composée. Une telle variable est
donc la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

Les caractéristiques de cette distribution sont données par:

PROPRIETE 4.7

a) Espérance mathématique: si E{ désigne I'espérance mathématique (com-
mune) des variables aléatoires §;, on a

EX = )-E£.

b) Fonction génératrice: si M, désigne la fonction génératrice (commune) des
variables aléatoires §,, on a

Mx(u) = exp[MMe(u) —1)] .

2.4 Distribution normale

DEFINITION 4.21

Une variable aléatoire absolument continue X admet une distribution nor
male de moyenne m et d’écart type o ssi sa fonction densité de probabilité est
donnée par

1

oV2r

fx(e) = —7=exp [~(z = m)/20"] .
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La variable normale X est dite centrée lorsque m = 0, et est dite réduite
lorsque 0% = 1.
Les variables normales jouent un role central en théorie des probabilités
compte tenu de leur propriété de distribution limite (théoréme central limite).
La fonction de répartition d'une variable normale centrée réduite est notée
canoniquement

@(x)=% T erhyy

T V-0

Les caractéristiques de cette distribution sont données par:
PROPRIETE 4.8
a) Moments:

EX

varX = o

b) Fonction génératrice:

1
Mx(u) =exp(m-u+ Eazuz) .

3 Processus stochastiques

Nous donnons ci-dessous quelques rudiments de la théorie des proces-
sus stochastiques (pour plus de détails, voir 'annexe 5 consacrée aux semi-
martingales).

DEFINITION 4.22

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, T un ensemble quelconque et
(E,€) un espace mesurable. On appelle processus stochastique défini sur Q,
admettant T comme ensemble des temps et £ comme espace d’états, toute
famille (X (t)):ex de variables aléatoires & valeurs dans E.

La variable aléatoire X(t) est appelée état & I'instant ¢. Pour tout w € £,
Papplication
ToFE:t— X(t,w)

est appelée la trajectoire associée 3 w.

Au niveau de I’ensemble T des temps, on distingue
- le cas en temps discret: T est un sous-ensemble de N, par exemple T =
{0,1,2,...,T};

- le cas en temps continu: T est un intervalle de R*, par exemple T =



222 FINANCE STOCHASTIQUE

{te[0,T] CrR}.

Dans le cas discret, le processus est donc assimilable & une suite finie ou
dénombrable de variables aléatoires

X(0), X(1),...

Dans le cas continu, chaque trajectoire est une fonction définie sur un intervalle
fini ou non de R.

Comme dans le cas des variables aléatoires, on supposera dans la suite que
I'espace des états est un sous-ensemble fini ou non de R (processus a valeurs
réelles). En revanche, lorsque 'espace des états est RV, (N > 1), on parlera
de processus vectoriel.

Une classe importante de processus est définie par:

DEFINITION 4.23

Un processus stochastique X est dit & accroissements indépendants si ¥n,
et Vi, <t;... <t,, (¢ € T), les variables aléatoires

X(t), X () = X(81)y o X (tn) — X (tas)

sont indépendantes.
Ce processus est dit & accroissements stationnaires si les variables aléatoires

X(t+ k) — X(t) et X(h) sont équidistribuées.
Une notion importante en théorie des processus est celle de filtration.

DEFINITION 4.24

Une filiration est une famille (F;),ey de sous o-algebres de F, telle que:
F, C F; pour s < t (famille croissante).

La o-algébre F, est appelée o-algébre des événements antérieurs a ¢, elle
modélise les informations disponibles & I'instant ¢.

Au fur et & mesure que le temps s’écoule, I'information est de plus en plus
importante, ce que modélise 'aspect croissant de la famille.

La liaison entre filtration et processus stochastique est assurée par les deux
définitions suivantes.

DEFINITION 4.25

Tout processus stochastique X génére une filtration appelée filtration na-
turelle du processus, définie par:
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Fi F(X(s);s<t)

filtration engendrée par les variables aléatoires antérieures &

I’instant ¢.

DEFINITION 4.26

Un processus stochastique X est dit adapt€ a une filtration (Fi)ev ssi pour
tout ¢ € T: la variable aléatoire X(t) est F,-mesurable (c’est-a-dire X;'(A) €
F, pour tout A € £).

Un processus stochastique est par définition adapté a sa filtration naturelle.






Annexe 2

Processus de Poisson

Le processus de Poisson permet de modéliser le type d’expérience suivante.

DEFINITION 5.1

On observe au cours du temps I’apparition répétée d’un certain événement
aléatoire (espace des temps = R*). Si:

(1) le nombre d’événements apparus dans l'intervalle [¢,t + k] ne dépend ni
du nombre ni des dates d’apparition des événements dans 'intervalle [0, ¢];

(2) la probabilité qu'un événement apparaisse dans l'intervalle (¢, + k] est
de la forme

Ah +0(R) (A>0);

(3) la probabilité qu’aucun événement n'apparaisse dans 'intervalle [t, t+ )

est de la forme
1-=X-h+0(h);

(4) la probabilité que sur I'intervalle [t, ¢+ k] se réalise plus d’un événement
est égale & 0(h).

Alors le processus X défini par

X(t) = nombre d'événements apparus dans I'intervalle [0, t]

est un processus de Poisson.
La distribution d'un tel processus stochastique est donnée par:
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PROPRIETE 5.1

k
Pix@ =k =0 ken)
La variable aléatoire X(¢) admet donc une distribution de Poisson de
parametre At.

Le processus de Poisson est caractérisé par les propriétés suivantes.

PROPRIETE 5.2

(i) Les trajectoires d’un processus de Poisson sont des fonctions en escalier,
le processus étant & valeurs dans N.

(i) Un processus de Poisson est un processus a accroissements indépendants
et stationnaires.

(i1i) Tout processus a accroissements indépendants et stationnaires en es-
calier, dont les sauts sont égaux a 1 est un processus de Poisson.

(iv) La fonction génératrice d’un processus de Poisson est donnée par

Mx()(u) = exp(At-(e* —1)).

En particulier, EX () = M5 ,(0) = At.
Le processus de Poisson peut étre interprété comme un processus de comp-
tage, et on peut écrire:
Xity= 3 1,

3|S, <t

ot {51, 85:,...} sont les instants d’arrivée des sauts.

La notion de processus de Poisson composé dérive de cette interprétation:
les sauts, déterministes et unitaires dans le processus de Poisson, sont rem-
placés par des variables aléatoires indépendantes et équidistribuées.

DEFINITION 5.2

On considere:
(1) un processus de Poisson de parametre A, de la forme

Xt)=31 (t20);

18, <t

(2) une suite &, €3, ... de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées
indépendantes du processus de Poisson.
Alors le processus défini par tout t > 0 par

Y(t)= Z & »

i15. <t

est appelé processus de Poisson composé.
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Ce processus est donc la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires,
le nombre de variables aléatoires obéissant a un processus de Poisson.
En matiére de moments, il vient:

PROPRIETE 5.3

(i) My ()(u) = exp(At - (M,(u) — 1)) ot M; est la fonction génératrice (com-
mune) des variables aléatoires &;,&,,...
()EY(t) =EE- At

Démonstration

11 suffit d’appliquer respectivement la propriété 4.3 et son corollaire 4.1,
compte tenu du fait que le processus de Poisson composé peut s’écrire:

Yt)=&+ &+ ...+ & »

le processus X (t) admettant comme fonction génératrice
Myxg(u) = exp(At(e* —1)).

11 vient alors:

My(u) = Mx(log Me(u))
exp(M(o8Me®) _ 1))
exp(M(Me(u) — 1)) .






Annexe 3

Mouvement brownien

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration {F:,t > 0},
c’est-a-dire d’une famille croissante de sous o-algebres de F.

DEFINITION 6.1

Un processus stochastique {w(t,w);t € RY,w € 1} est un processus de
Wiener ou mouvement brownien standard si:
a) w est un processus i accroissements indépendants et stationnaires;
b) w(t) admet une distribution normale, Vt > 0;
cw(0)=0 ps;
d)Vi>0: E(w(t))=0
Var(w(t)) =t.

Le mouvement brownien est dit adapté & la filtration {F;} si w(t) est une
variable aléatoire F; mesurable, et ce, pour tout ¢ > 0. On suppose de plus
que Vi,s > 0, w(t + 8) — w(t) est indépendant de F;.

Rappelons quelques propriétés des trajectoires d’'un mouvement brownien

(voir p.e. Friedman (1975)).



230 FINANCE STOCHASTIQUE

PROPRIETE 6.1

(i) existe toujours une version continue d’un mouvement brownien
mesurable, et tout mouvement brownien séparable et mesurable est con-
tinu (continuité presque stre). On supposera toujours dans la suite que
le processus w est continu.

(ii) Un mouvement brownien posséde des trajectoires presque siirement non
4 variation bornée; en particulier, presque toutes les trajectoires sont
partout non différentiables.

On ne peut donc définir une différentielle par trajectoire dw, au sens clas-
sique de I’analyse. Le calcul stochastique d’Ito a néanmoins permis d’étendre

la notion de différentiation aux processus stochastiques grace & un procédé
global sur I’espace ).

Pour ce, considérons un processus {f(¢,w),t € [0,T),w € 1} tel que
PUT f2(t,w)dt < o] = 1, et adapté a la filtration {F;}. On dit alors que
le processus f appartient a Uespace L2[0,T).

On montre qu'on peut introduire une fonctionnelle stochastique I asso-

ciant au processus f € L?[0, T, une variable aléatoire I7 (f), définie sur (2, F),
et telle que

(i) Vi, f € L*[0,T) et ), € R:
(e fi+aafs) = cadd (fi) + ealg (f2) 5
(ii) si f(t) = 1pz,05)(t) est la fonction caractéristique de I'intervalle [t ¢;):
15() = wlts) - w(ty)
(iii) si f € L*[0,T] et si E fT f2(t)dt < oo:
EL(f)=0
BTNV =€ [ P
(iv) Vf € L*[0,T],Ve >0, N > 0:
PUIEI > o} <PL[ F0de> N} + 5
DEFINITION 6.2
La fonctionnelle IT est appelée fonctionnelle d’intégration stochastique

par rapport au mouvement brownien; la variable aléatoire IJ (f) est appelée
intégrale stochastique définie et se note

= [ 1.
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On peut également introduire une intégrale stochastique indéfinie, en con-
sidérant le processus stochastique {Y(t,w),t € [0,T],w € Q} défini par

T
Y(®) = () = [ fs)pals)duls) .

La notion de différentielle stochastique découle directement de l'intégration
stochastique.

DEFINITION 6.3

Soit {£(t,w),t € [0,T),w € 1}, un processus stochastique tel que Y0 <
ti <t < T, on ait:

) - ¢lt) = [ ottt + [ ot)au(t)

ol
(1) @ est un processus stochastique, adapté a la filtration {F;} et tel que

p[j:|a(t)|dt<oo] =1;

(i1) b est un processus appartenant i I’espace L*[0, T].
On dit alors que le processus ¢ admet une différentielle stochastique sur
[0, T) et on note

dé(t) = a(t)dt + b(t)dw(t).

L’opération de différentiation stochastique, linéaire comme la différentiation
classique, s’en distingue principalement a deux égards.

PROPRIETE 6.2

1) Différentiation d’un produit de processus

Si €; et &3 sont 2 processus admettant une différentielle stochastique, alors
le produit ¢ - £; est également différentiable.

Plus exactement, si

6 (?)
déa(t)

ay(£)dt + by(t)dw(?)
az(t)dt + ba(t)dw(t) ,

alors:

d€i(t)E2(t) = &u(t)da(t) + Ea(t)dEa(t) + ba(2)ba(t)dt .
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2) Différentiation d’un processus composé (formule d’Ito)
Si un processus { admet une différentielle stochastique

de(t) = a(t)dt + b(t)dw(t) ,

et si f(t,z) est une fonction de [0,T] xR dans R, continue ainsi que ses dérivées

partielles —

st = [Zeeon+ Leeon + 27w ewwe|a

+ L et



Annexe 4

Distribution log-normale

DEFINITION 7.1

Si X est une variable distribuée normalement de moyenne a et d’écart type
b (b > 0), alors la variable
Y =¢*

est appelée une variable log-normale de parameétres a et b.
La densité de probabilité d’une telle variable est donnée par:

PROPRIETE 7.1

Démonstration

Il suffit de calculer la différentielle de la fonction de répartition:

fr (4)dy = dFy (y) = dFx(ény) = ifx (¢ny)dy

ou fx est la fonction densité de probabilité d’une variable normale. [
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Les premiers moments d’une variable log-normale sont donnés par:

PROPRIETE 7.2

(3) E(Y) = exp(a + )
(ii) VarY = exp(2a + b?)(exp(b?) — 1).

Démonstration
(i)
eY) = [Tufr)dy
Y i 1 B (¢ny — a)?
= /o Y bany P ( oW

en opérant le changement de variable fny = z,

I —a)?
= / exp — (z—a) e“dx
- Q00

bv27 267
1 o 1 21y2 2 _ e
= m/ exp[-——z—l-;-z-((:t—(a+b)) —Zab—b)]d:c
1 2-52 N 00 1
w5 e -/_w exp(—ﬁ(z ~(a+ b*))%dz

2ab® + b* b
= exp —or -1 =-exp a+§ .

(ii) VarY = EY? — (EY)2
Or Y? = e2X; Y? est donc encore une variable log-normale de parametres

ad = 2a

¥ = 2b.
Par (i), il vient
EY? = exp(d + %) = exp(2a + 2b%)
VarY = EY? - (EY)?
= exp(2a + 2b%) — (exp(a + %2))2
= exp(2a+ b*)- [exp(b’) - 1] .



Annexe 5

Théorie des semi-martingales

1 Théorie générale des processus
stochastiques

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration {F;,t > 0}.
L’hypothése suivante sera toujours supposée remplie dans la suite.

DEFINITION 8.1

La filtration {F:,t > 0} est dite satisfaire aux conditions habituelles si:

a) I’espace (2, F,P) est complet, et tous les ensembles P-négligeables ap-
partiennent & Fy;

b) la filtration est continue a droite:

Fo=Fa=NF (t20).

0t

1.1 Processus et tribus

Un processus & valeurs réelles sera une application

X:[0,00[x2 = R: (,w) = X;(w) = X(t,w)
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On notera X(t~,w) ou X;-(w) la limite 3 gauche en t > 0 et AX(t,w) =
AX(w) = X(t,w) — X(i~,w) le saut du processus i I'instant £, lorsque cette
limite existe.

Des considérations de mesurabilité motivent les trois définitions suivantes.

DEFINITION 8.2

Un processus X est dit mesurable lorsque ’application (,w) — X(t,w) est
mesurable sur RY x £, muni de la tribu produit B(R*) x F (B(R*) étant la
tribu des borréliens de R*).

DEFINITION 8.3

Un processus X est dit adapté a la filtration {F;,t > 0} si la variable
aléatoire X (t,w) est Fi-mesurable pour tout t € R*.

DEFINITION 8.4

Un processus X est dit progressif par rapport a la filtration {F;,t > 0} si
Papplication (s,w) — X(s,w) est mesurable sur [0,f] x ©, muni de la tribu
produit B([0,2]) x F;, et ce Vt € R*.

L’analyse des trajectoires conduit & la définition suivante.

DEFINITION 8.5

Un processus X est dit cad-lag si ses trajectoires sont continues & droite
sur RT et pourvues de limites & gauche finies sur R},

On peut munir ’espace R x §) de deux tribus fondamentales en théorie
des processus.

DEFINITION 8.6

- La tribu optionnelle, notée 8, engendrée par les processus adaptés et cad-
lag.

- La tribu prévisible, notée P, engendrée par les processus adaptés dont les
trajectoires sont continues a gauche sur Ry.

On peut montrer que P C 4.
En terme de processus, on introduit la définition suivante.

DEFINITION 8.7

Un processus X est dit optionnel (respectivement prévisible) si 'application
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(t,w) — X(t,w) est mesurable sur R* x @ muni de la tribu & (resp. P).
L’espace des processus optionnels (respectivement prévisibles) sera notée

O (resp. P.)
1.2 Temps d’arrét

La notion de temps d’arrét, généralisant les temps déterministes, joue un
role essentiel en théorie des processus.

DEFINITION 8.8

Une variable aléatoire T : § — R* U {co} est un temps d’arrét si Vit € Rt:
I’événement {T <t} € F,.

La filtration étant supposée continue a droite, cette condition est équivalente
a: Vt € R*: I'événement {T < t} € F;.

En particulier, toute constante positive est un temps d’arrét.

La tribu des événements antérieurs a un temps d’arrét est définie par:

DEFINITION 8.9

La tribu associée au temps d’arrét T, et notée Fr, est la tribu engendrée
par les événements

{Ae Uf.lAn{Tst}eﬁ,Vten’f} .

>0

On a la classification suivante des temps d’arrét.

DEFINITION 8.10

Un temps d’arrét T est dit prévisible, s’il existe une suite croissante de
temps d’arrét T, vérifiant

Jm T, =Tet T, <T sur {T >0}

Un temps d’arrét T est dit accessible si son graphe [T] = {(t,w) € Rt xQ:
t = T(w)} est contenu dans une réunion dénombrable de graphes de temps
d’arrét prévisibles.

Un temps d’arrét T est dit totalement inaccesstble si

P[S =T < oo] = 0, pour tout temps d'arrét prévisible S.

La notion de temps d’arrét induit les diverses définitions suivantes.
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DEFINITION 8.11

L'intervalle stochastique [U,V], o U et V sont deux temps d’arrét, est
défini par
(U, V] ={(t,w): Ulw) £t < V(w)}.
DEFINITION 8.12

La filtration {F;,2 > 0} est dite quast continue & gauche si pour tout temps
d’arrét prévisible T
Fr= fT' )
ou Fr- est la tribu engendrée par les événements

{An{t<T},out>0et Ac F}

et par Fy.

DEFINITION 8.13

Un processus X est dit de classe (D) si la famille des variables aléatoires
{Xr = X(T(w),w)} ou T parcourt I'ensemble des temps d’arrét finis est uni-
formément intégrable

(ie. lim sup / |Xr|dP =0) .
IX7l|>a

a—0oo T

1.3 Projections

Les outils de projections sont, pour les processus, ’équivalent de la notion
d’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire.

PROPRIETE 8.1

Soit X un processus mesurable, positif ou borné.

Il existe un processus optionnel, noté °X et un processus prévisible, X,
appelés respectivement projection optionnelle et projection prévisible tels que:

°Xr = E(Xr|Fr) sur {T < oo}, pour tout temps d’arrét T

?Xr = E(X7|Fr-) sur {T < oo}, pour tout temps d’arrét prévisible 7.

D’une maniére générale, si X est un processus mesurable quelconque ?{X*)
et P(X~) sont définis et on pose:

py _ ) toosi P(X)=F(X") =400
X= { P(X*+) —? (X) sinon.

(de méme pour la projection optionnelle).
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De la propriété 8.1, il résulte que si X est un processus mesurable et adapté,
il existe un processus optionnel Y tel que X(t,w) = Y(t,w) p.s., Vt € Rt.
L’exemple principal de projection est le suivant: soit H une variable aléatoire
intégrable; posons

X(tw) = Hw)
H(t,w} = version cad-lag de E(H|F}) .

Alors
°X(tw)=H(t,w)et PX(t,w)= H(t",w) .

D’une maniere générale, ces deux projections sont presque égales.

PROPRIETE 8.2

L’ensemble {(t,w) € Rt x 0 * X({,w) #? X(I,w)} est une réunion
dénombrable de graphes de temps d’arrét.
Remarque

Les définitions données ici se généralisent immédiatement au cas ou I'ensem-
ble des temps, est, non plus R*, mais un intervalle fini [0,T] ot T € R{.

2 Classes de processus
et de mesures aléatoires

Soit (Q2, F,P) un espace de probabilité, munj d’une filtration satisfaisant
aux conditions habituelles (définition 8.1).

2.1 Processus croissants

Les deux définitions suivantes sont une simple caractérisation de processus
en terme de leurs trajectoires.

DEFINITION 8.14

Un processus X est dit croissant brut si ses trajectoires sont des fonctions
croissantes, finies, et continues & droite.

Un processus croissant brut et adapté sera simplement appelé processus
croissant.
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DEFINITION 8.15

Un processus X est dit & variation finie brut si ses trajectoires sont des
fonctions i variation bornée sur tout compact, finies et continues a droite. Un
processus a variation finie brut et adapté sera simplement appelé processus a
variation finie.

Tout processus & variation finie est donc la différence de deux processus
croissants.

On notera Yt I'espace des processus croissants, et V I'espace des processus
a variation finie.

Pour les processus définis sur l'intervalle fini [0, T], on notera respective-
ment V*[0,T] et V[0, T].

Les espaces V! et ¥V, désigneront respectivement les processus de Y+ et
de V nuls a l'origine.

La notion de variation totale d’une fonction se généralise.

DEFINITION 8.16

A tout processus a variation finie A € V, on associe le processus variation,

B € Y* défini par
( ’ ) -/[qul (3, )‘ ?

('intégrale étant une intégrale ordinaire de Stieltjes trajectoire par trajectoire).
La liaison entre processus croissant et mesure motive la définition suivante.

DEFINITION 8.17

Le processus croissant A € V't est dit intégrable si

E(Ay) =E Lli/;g A(t,w)] <.

De méme le processus a variation finie A € V. est dit a variation intégrable si
son processus variation B satisfait

E(B..) =E [th/rg ]M |dA(a,w)|] <oo.

On notera A* I'espace des processus croissants intégrables et A ’espace des
processus a variation intégrable.

On peut étendre ces espaces par localisation.
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DEFINITION 8.18

Le processus croissant A € V¥ est dit localement intégrable s’il existe une
suite (T,)nyo de temps d’arrét croissant p.s. vers +oo, et telle que chaque
processus arrété

. _ A t,w)sit < Tn(w)
AT (t,w) = { Ang(Z’),w) si t > To(w)

est intégrable.
On définit de méme les processus & variation localement intégrable.
Les espaces de processus correspondants se notent é‘L et A
oc oc

Les processus croissants, et donc les processus a variation finie, admettent
une décomposition du type décomposition de Lebesgue.

PROPRIETE 8.3

Tout processus croissant A € ¥+ admet la décomposition
A(t,w) = A°(t,w) + Z Ho(w)lis,<ty

ol A€ est un processus croissant continu, les S, sont des temps d’arrét a graphes
disjoints, et les H, sont des variables aléatoires F--mesurables.

Si de plus le processus A est prévisible (A € PN V*), les S, peuvent étre
choisis prévisibles, et les variables aléatoires H,, Fg--mesurables.

On peut également, & coté de la projection prévisible introduite ci-dessus,
définir pour les processus & variation localement intégrable, une autre projec-
tion, appelée projection prévisible duale, liée & I'intégration par rapport a la
mesure associée au processus.

DEFINITION 8.19

Si A est un processus croissant localement intégrable, il existe un processus
croissant localement intégrable et prévisible A? € éf;c N O, appelé projection
previsible duale ou compensateur de A, tel que

E X, dA? =E X dA,
[000] [0,00]
pour tout processus prévisible X € P,

Cette définition s’étend naturellement aux processus & variation localement
intégrable,



242 FINANCE STOCHASTIQUE

La projection prévisible duale differe généralement de la projection prévisi-
ble (propriété 8.1), mais si A€ 4, ,on a

PlAA)=A(A?) -

2.2 Mesures aléatoires

La notion de mesure aléatoire joue notamment un rdle central en théorie
des processus ponctuels.

DEFINITION 8.20

On appelle processus paramétré, une application de 2 x R* x R dans R,
mesurable pour la tribu produit F x B(Rt) x B(R).

Un processus paramétré est dit prévisible s'il est mesurable par rapport a
la tribu produit P x B(R).

DEFINITION 8.21

Une mesure aléatoire est une famille (g = (p(w,-),w € ) de mesure o-
finies sur (R* x R,B(R*) x B(R)) telle que ’application w — p(w, A) est F-
mesurable, pour tout ensemble A € B(R*) x B(R).

Une mesure aléatoire est dite intégrable si E[u(w,R* X R)] < oco.

Une mesure aléatoire est dite o-intégrable s'il existe une partition A(n)) de
Pespace @ x R* x R mesurable par rapport & la tribu P x B(R), telle que:

E [./;"'xl lA(n)(w,t, 3,‘) . y(w, dt,dz)] < o0 Vn.

Une mesure aléatoire est dite prévisible si pour tout borrélien A € B(R) le
processus croissant

NA(t,w) = p(w,[0,t] x A)
estrprévisible.
Une classe importante de mesures aléatoires pour les applications est 1’en-
semble des mesures aléatoires a valeurs entiéres.

DEFINITION 8.22

Une mesure aléatoire p est dite & valeurs entiéres si:
a) pw,{t} xE) <1 (VE € B(R), Vw € 2, Vt € RY);
b) VA € B(R*) x B(R): pu(-,A) est une variable aléatoire & valeurs dans
N U {+00}.

Deux exemples importants de mesures aléatoires reliées aux processus sto-
chastiques sont:
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1) mesure aléatoire associée @ un processus @ variation finie
Soit A un processus de V, et a € R. On pose

#w, dt,dz) = dA(w) - €,(dz) ,

ol €4(-) est la mesure de DIRAC au point a.
2) mesure aléatoire des sauts d’un processus
Soit X un processus cad-lag. On pose

plw,dt, d:t) = Z 1{AX(:p)¢0}¢(:,AX,)(dt, d.’l:) .
20

Cette mesure notée X est & valeurs entiéres.

Comme pour les processus, on peut introduire un outil de projection appelé
projection prévisible duale d’une mesure aléatoire o-intégrable.

PROPRIETE 8.4

Si u est une mesure aléatoire o-intégrable, il existe une mesure @ prévisible
et o-intégrable telle que pour tout processus paramétré prévisible U, on a

E [/ﬂx. U(w, t, z)p(w, dt, d:c)] =E [j;+ - U(w,t,z)0(w,dt, dz)] .

Cette mesure d s’appelle projection prévisible duale de u.
En particulier:

DEFINITION 8.23

La projection prévisible duale de la mesure p* des sauts du processus X
s’appelle systéme de Levy de X.
Cette mesure satisfait donc

€[> Ulw,s, AX.)l{Ax,¢o}] —E [ [U,1,2)9(0, dt,dz)]

pour tout processus paramétré prévisible U.

2.3 Martingales

Le concept initial en théorie des martingales est donné par la définition
suivante.

DEFINITION 8.24

Une martingale M est un processus stochastique, adapté, cad-lag, tel que:
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(i) M(t,w) est intégrable et E(M(t,w)) < oo;
(i) E(M(s,w)|F) = M(t,w) VO<SE<s

Si E(M(s,w)|F,) £ M(t,w) (2 respectivement), on parle de sur-martingale
(respectivement sous-martingale).

DEFINITION 8.25

Une martingale M est dite de carré intégrable si

sup E(M%(t,w)) < oo .

La généralisation suivante des martingales est apparue comme essentielle
en théorie de 'intégration stochastique:

DEFINITION 8.26

Le processus cad-lag, adapté, M, est une martingale locale 8’il existe une
suite croissante de temps d’arrét {7}, telle que lim, T, = +0o0 p.s., et que
les processus arrétés M(tAT,,,w)- 1{r, <o) soient des martingales uniformément
intégrables.

On a de méme par localisation:

DEFINITION 8.27

Une martingale locale M est dite localement de carré intégrable s’il existe
une suite croissante de temps d’arrét {7}, telle que lim,, T, = oo p.s., et que
les processus arrétés M(tAT,,w)) — M(0,w) soient des martingales de carré
intégrable.

On notera M, I'espace des martingales locales.
La notion de martingale locale s'introduit notamment ainsi:

PROPRIETE 8.5

a) Si X est un processus croissant localement intégrable, et X? sa projection
prévisible duale, alors

X — X? est une martingale locale.
b) La projection prévisible d’'une martingale locale X nulle a I'origine est

donnée par X = X_.

Deux théorémes essentiels de décomposition des martingales sont constam-
ment utilisés.
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THEOREME 8.1 (théoréme de décomposition de Doob)

Toute sur-martingale Z admet une décomposition unique du type
Z=M-A,

ol M est une martingale locale, et A est un processus croissant prévisible nul
en 0, appelé le processus croissant associé a Z.

De plus, si :l_lglo E(Z(t,w)) > —o0, le processus croissant associé A est inté-
grable.

THEOREME 8.2 (théoréme de décomposition de Lebesgue)

Une martingale locale M est dite continue si ses trajectoires sont continues
et si M(0,w) =0.

Une martingale locale M est dite purement discontinue ou somme com-
pensée de sauts si pour toute martingale locale continue X, le processus pro-
duit X - M est une martingale locale nulle en 0.

On a alors: toute martingale locale M admet une décomposition unique en
une somme d’une martingale locale continue notée M*® (partie continue de M)
et d’une somme compensée de sauts notée M? (partie discontinue de M).

Un outil essentiel de la théorie des martingales est la notion de crochets
droit et oblique.
DEFINITION 8.28 (crochet oblique)

5i X et Y sont deux martingales localement de carré intégrable, il existe
un unique processus @ variation finie prévisible, noté < X,Y >, tel que

X-Y-<X,Y>

est une martingale locale nulle en 0.
Ce processus peut étre défini, si X et ¥ sont de carré intégrable, par

< XY >= lim Y E[Xe, — Xe)(Yer,, — Yo )lFoo—] + XoYo
i

oni=0,...,2"
=42 (convergence au sens L').

La notion du crochet oblique, initialement introduite, permet de définir un
processus de compensation prévisible, mais exige une condition d’intégrabilité.
Le concept plus général de crochet droit permet de se débarrasser de cette con-
dition.
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DEFINITION 8.29 (crochet droit)

Si X et Y sont deux martingales locales, il existe un unique processus d
varialion finie noté [X,Y] tel que

1) XY —[X,Y] est une martingale locale

2) A[X,Y] = AX . AY.

Ce processus peut étre défini par

[X,Y]e = lim Z(X::'“ ~ X )(Yin,, — Yir) + XoYo

(convergence en probabilité).

Lorsque X = Y, [X,X] et < X,X > sont deux processus croissants, et
< X, X >, s'll existe, est la projection prévisible duale de [X, X].
Le crochet droit satisfait aux propriétés suivantes.

PROPRIETE 8.6

a) Si X et Y sont deux martingales locales dont I'une des deux est & vari-

ation finie, on a
[X,Y),= 3 AX,-AY,.
0< <t

b) Si X et Y sont deux martingales locales continues, [X, Y] est un proces-
sus continu, donc prévisible,

¢) X est une martingale locale purement discontinue ssi le processus crois-
sant A = [X, X] est purement discontinu.

En particulier, toute martingale locale a variation finie est somme com-
pensée de sauts.

Les deux cas particuliers suivants constituent deux résultats fondamentaux
de caractérisation.

PROPRIETE 8.7

a) X est un mouvement brownien standard ssi X est une martingale locale
continue et [X, X], =t.

b) X est un processus de Poisson de paramétre A (A > 0) ssi X est un
processus croissant purement discontinu, a sauts égaux a 1, tel que X, — At est
une martingale locale, appelée martingale de Poisson.

La notion de martingale peut s’étendre aux mesures aléatoires.
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DEFINITION 8.30

Une mesure aléatoire o-intégrable u est une mesure aléatoire martingale si,
pour tout processus paramétré prévisible U,

E U Ulw,t, 2)u(w,dt,dz)] =0 .

2.4 Semi-martingales

Le concept de semi-martingale obtenue par superposition d’une martingale
locale et d’un processus a variation finie s’est révélé étre I’outil définitif.

DEFINITION 8.31

Une semi-mart:ngale X est un processus stochastique admettant une décom-
position (non unique !):
X=M+A

ou M est une martingale locale nulle en t = 0, et A est un processus & variation
finie.
Une classe essentielle de semi-martingales est constituée par:

DEFINITION 8.32

Une semi-martingale X est dite spéciale s’il existe une décomposition pour
laquelle le processus A est & variation localement intégrable et prévisible. La
décomposition correspondante est alors unique.

On a & ce sujet:

PROPRIETE 8.8

a) Une semi-martingale X est spéciale ssi le processus croissant X*(¢,w) =
sup, <, | X (s,w)| est localement intégrable.

En particulier, une semi-martingale & sauts bornés par une constante est
spéciale.

b) Toute sur- ou sous-martingale est une semi-martingale spéciale.

La caractérisation centrale d’une semi-martingale est donnée par:

DEFINITION 8.33

On appelle partie martingale continue d’une semi-martingale X = M + A,
et on note X<, la partie continue M* de la martingale locale nulle & ’origine
M.

Ce processus X © est indépendant de la décomposition de la semi-martingale.
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La notion de crochet droit se généralise aux semi-martingales.

DEFINITION 8.34

Si X et Y sont deux semi-martingales, on pose
[X,Y]=[XY]+ZAX-AY =< X°,Y°*> +3AX - AY

(< X¢,Y° > existe bien puisque X° et Y° étant continus, nuls a I’origine sont
a variation localement intégrable).
On a aussi

[X’ Y]t = XOYO + JLn;lo Z(X'f'ﬂ - Xt:' )(th'+, - Yl{')
(convergence en probabilité).
Le crochet droit d’'une semi-martingale satisfait:

PROPRIETE 8.9

a) Le processus [X,Y] € V, et pour X =Y, [X,X] € V*, est appelé
processus caractéristique de la semi-martingale X.
b) La semi-martingale X est spéciale ssi sa caractéristique [X, X] est un

processus croissant localement intégrable (i.e. [X, X] € A ).
c) A[X,Y] = AXAY.

Pour les semi-martingales a sauts bornés, on introduit le triplet des ca-
ractéristiques, qui joue notamment un role important en théorie des processus
3 accroissements indépendants.

Soit X une semi-martingale i sauts bornés par 1 (donc spéciale), de décom-
position unique:

X=Xy+M+ B,
ou M est une martingale locale nulle en 0, et B est un processus a variation
finie, prévisible nul en 0.

DEFINITION 8.35

On appelle caractéristiques locales de la semi-martingale X le triplet (B, C,
0) constitué par:

(i) le processus B a variation finie;

(ii) le processus croissant C' défini par:

C=< X X >=< M*, M°>;

(iii) la mesure aléatoire 8, projection prévisible duale de la mesure p* des
sauts du processus X.
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On peut choisir une version (B,C,d), fixée a un ensemble P-négligeable
pres, telle que, Vw:
(i) B(-,w) est continu & droite;
(i1) C(-,w) est continu et non négatif;
(iii) AB(t,w) = / 0w, {1}, dz).
11

Les semi-martingales sont également caractérisées par une grande stabilité.

PROPRIETE 8.10

1) Le produit de deux semi-martingales est une semi-martingale.

2) Si X est une semi-martingale pour la filtration {F;,¢ > 0} et est adaptée
a une sous-filtration {G¢,t > 0}, X est une semi-martingale pour la sous-
filtration {G,,t > 0}.

3 Intégration stochastique prévisible

Les deux constituants de I'intégration stochastique sont:

1) lintégrale par rapport a un processus a variation finie (définie comme
une intégrale de Stieltjes trajectoire par trajectoire);

2) l'intégrale par rapport & une martingale, dont les trajectoires ne sont
généralement pas & variation finie, obtenue par un procédé de complétion fonc-
tionnelle sur un espace de Hilbert adéquat.

3.1 Intégrale de Stieltjes stochastique
DEFINITION 8.36

Un processus stochastique est dit localement borné s’il existe une suite (7,)
de temps d’arrét croissant p.s. vers +oo, telle que

sup |X(s,w)| €n Vn .
3<T,

Si H est un processus prévisible localement borné et si G est un processus a
variation finie, on peut définir le processus stochastique

(H-G)(t,w) = [)' H(s,w)dG(s,w) ,

(intégration classique par trajectoire).

Ce processus H - G est continu & droite, adapté et & variation finie. Sile
processus G est de plus une martingale locale, alors le processus H - G est
également une martingale locale.
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3.2 Intégrale par rapport & une martingale locale

On considére successivement le cas d’une martingale de carré intégrable
puis d’une martingale locale générale,

i) Le cas des martingales de carré intégrable
Soit X une martingale de carré intégrable. On définit 'espace

L:(X) = { processus prévisibles H|E[/o°° Hi(s,w)d[X,X], < oo} .

THEOREME 8.3

11 existe un processus stochastique unique W, appelé intégrale stochastique
de H par rapport 3 X et noté W = H - X, tel que

a) si H est un processus prévisible élémentaire, c’est-a-dire:
n
H{t,w) = 3~ Hia(w)1(,y,0(2)
k=1

(ot les H, sont des variables aléatoires JF;,-mesurables et bornées; les t; sont
des temps déterministes), alors

k
(H . X)g = E HJ_] (Xg, - ng_l) + Hk(Xt o Xt.) pour t € (tk, tk+1]

=1

et (H - X) est une martingale de carré intégrable.

b) L’application linéaire H — H - X de I’espace des processus prévisibles
élémentaires dans ’espace des martingales de carré intégrable noté M? admet
une extension unique dans L2(X), qui définit I'intégrale stochastique.
L’espace L2(X) étant muni de la norme

1z = €[ [~ H2(s,w)alx, X1 5
L’espace des martingales de carré intégrable étant muni de la norme
X[l sz = E[XG] = E{[X, X]eo])-
Cette intégrale stochastique satisfait:

PROPRIETE 8.11

a) Le processus W = H - X est un processus adapté cad-lag, et une mar-
tingale de carré intégrable.
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b) AW =H-AX.
c) VY € M?on a:

E [_[]m H(s,w)dX(s,w)- Y(oo,w)] =E [/ooo H(s,w)d[X, Y],]

et
[H-X,Y]=H-[X,Y].
d) si K est un processus prévisible tel que
E [ I H?(s,w)K?(s,w)d[x,x],,] < oo
alors

(HK)-X=H - (K-X)=K-(H-X).

e) lapplication H — H - X est une isométrie de L2(X) dans M? munis de
leur norme respective.

ii) Le cas des martingales locales
Soit X une martingale locale. On définit 'espace:

1
L,(X) = { processus prévisible H|(/ H%(s,w)d[X, X],)*/?
0
est un processus croissant localement intégrable }.

THEOREME 8.4

Il existe une martingale locale unique W, appelée intégrale stochastique de
H par rapport a4 X et notée W = H - X, telle que pour toute martingale locale
Y:
[H-X,Y]=H-[X,Y].

PROPRIETE 8.12

a) Si de plus X € M?, W coincide avec l'intégrale définie au théoréme 8.3.
b) AW = HAX.

c) si K est un processus prévisible localement borné:

(HK)- X =H-(K-X).

3.3 Intégrale par rapport & une semi-martingale

Soit X une semi-martingale de décomposition:

X=M+A
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ou M est une martingale locale et A est un processus a variation finie. Soit H
un processus prévisible localement borné.

DEFINITION 8.37
L’intégrale stochastique de H par rapport & X est définie par
H-X=H-M+H-A

ol H - A est 'intégrale de Stieltjes stochastique définie au paragraphe 3.1, et
H - M est 'intégrale stochastique par rapport a une martingale locale définie
au théoréme 8.4.

L’intégrale stochastique jouit des propriétés suivantes.

PROPRIETE 8.13

a) Le processus H - X est indépendant de la décomposition additive de la
semi-martingale X.
b) Le processus H + X est une semi-martingale.

PROPRIETE 8.14
a) Sauts : A(H-X)= HAX.
b) Partie martingale continue : (H - X)* = H - X°.
¢) Pour toute semi-martingale Y :

[H-X,Y]=H-[X,Y]).

d} Si X est une semi-martingale spéciale, la semi-martingale H - X est
également spéciale.
e) Si H et K sont deux processus prévisibles localement bornés

(HK)-X=K-(H-X).

f) Formule d’Ito: cette formule constitue la base du calcul stochastique:
si X est une semi-martingale et F € C*(R), alors F(X) est encore une semi-
martingale et on a

F(X) = F(Xo) + /10,:1 F(X,-)dX, + % /10.11 (X)X, XE.

+ E (F(Xn) _F(Xl_) - F’(X,—)AX,) -
0<s<t
g) Formule d’intégration par parties: si X et Y sont deux semi-martingales,
on a:

t 1
XY, =/0 X,-dY.+/0 Y,-dX, + [X,Y], .
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On a enfin le théoréme fondamental de caractérisation directe des semi-martin-
gales.
PROPRIETE 8.15

Un processus adapté et cad-lag X est une semi-martingale ssi Vi € Ry,
Pintégrale élémentaire

: K
H- /0 H(s,w)dX (s,w) = Z; Hy (X, — Xy _) + Hi(Xe = X,)
J=

définit un opérateur linéaire continu de 'espace des processus prévisibles élémen-
taires muni de la convergence uniforme dans Pespace des variables aléatoires
finies, muni de la convergence en probabilité.
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